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Kapitel 1

Einleitung

In den letzten 40 Jahren hat in der Computertechnologie eine dramatische Verklei-
nerung der Basiselemente stattgefunden. Wenn der laufende Prozeß weiter anhält,
werden im Jahre 2020 die Basiselemente eines Computers von der Größe einzelner
Atome sein (“Mooresches Gesetz”), so daß es erforderlich sein wird, die Quantenme-
chanik zur Beschreibung der elementaren Operationen des Computers zu verwenden.
Dies ist ein Grund dafür, sich mit der Verbindung der Informationsverarbeitung und
der Quantentheorie auseinander zu setzen. Andererseits stellen sich auch unabhängig
davon folgende Fragen: Kann man einen Rechner konzipieren, der auf der Grundla-
ge quantenmechanischer Prozesse abläuft? Ist dieser “Quantencomputer” eventuell
effizienter als ein klassischer Computer?
Mit den oben genannten Problemen und Fragen beschäftigt sich die Theorie des
Quantencomputers. Eine ihrer bemerkenswerten Vorhersagen ist, daß ein Quanten-
computer im Stande ist, verschiedene Arbeitsaufträge sehr viel effizienter durch-
zuführen als jeder herkömmliche klassische Computer. Darüber hinaus erlauben die
Quanteneffekte die Durchführung bisher noch nie dagewesener Aufgaben wie In-
formationsteleportation, effizientes Entschlüsseln von Codes auf der Grundlage der
Faktorisierung großer Zahlen, usw.
Im Rahmen dieser Arbeit werden die grundlegenden Aspekte des Quantencomputers
für einen Leserkreis dargestellt, der über einführende Kenntnisse der Quantenme-
chanik – wie sie etwa in der ersten Vorlesung über Quantenmechanik vermittelt
werden – verfügt. So soll ein Einblick in das Thema “Quantencomputer” ermöglicht
werden.
Das Phänomen Quantencomputer vereinigt die Ideen der klassischen Informations-
theorie, der Informatik und der Quantenphysik. Die Informationstheorie ist eine 1948
von dem amerikanischen Mathematiker Claude Elwood Shannon begründete mathe-
matische Theorie, die sich mit der strukturellen und quantitativen Erfassung und
mit den (statistischen) Gesetzmäßigkeiten der Übermittlung und Verarbeitung von
Nachrichten sowie den in ihnen enthaltenen Informationen beschäftigt. Die Informa-
tionstheorie war die erste Theorie, die es erlaubte, den Informationsbegriff mathema-
tisch zu fassen und so eine quantitative Untersuchung von Informationsübertragung
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und -verarbeitung zu ermöglichen.
Die Grundlagen der Informatik wurden ungefähr zur gleichen Zeit formuliert wie
Shannons Informationstheorie. Als Väter der Informatik sind Charles Babbage (1791-
1871) und Alan Turing (1912-1954) zu nennen. Charles Babbage ist wegen seiner
Beiträge zum grundlegenden Design des Computers durch seine analytische Maschi-
ne auch als “Vater des automatischen Rechnens” bekannt. Seine Differenzmaschine
war speziell für das Erstellen von astronomischen und mathematischen Tabellen
(z.B. Logarithmentafeln) sowie Versicherungstabellen bestimmt.
Die in der Mitte der 1930er Jahre von Alan Turing entwickelte universelle Maschine
wird nach ihm “Turing-Maschine” genannt. Die Turing-Maschine ist ein idealisiertes
mathematisches Modell eines Computers, das benutzt werden kann, um die Gren-
zen der Anwendung eines Computers zu fassen. Es erhebt keinen Anspruch darauf,
ein praktisches Design für jede aktuelle Maschine zu sein, sondern dient eher dazu,
die essentiellen Merkmale eines jeden Computers darzulegen. Turing wollte mit sei-
ner Maschine zeigen, wie ein Rechenvorgang in eine Folge kleinster und einfachster
Schritte zerlegt werden kann.
Der dritte Aspekt, der im Quantencomputer Anwendung findet, ist das Einbeziehen
der quantenmechanischen Sichtweise. Die ersten Ideen dazu befassen sich mit der
Umwandlung der Arbeitsschritte einer Turing-Maschine in einen äquivalenten re-
versiblen Prozeß und dem Aufstellen eines Hamiltonoperators für das dazugehörige
Quantensystem. Diese Ideen basieren auf einer Arbeit von Bennett [4], die zeigte,
daß ein universeller klassischer Computer, wie die Turing-Maschine, unter Beibehal-
tung seiner einfachen Prinzipien reversibel gemacht werden kann (siehe auch [89]).
In den frühen 1980er Jahren zeigte Benioff vom Argonne National Laboratory (Illi-
nois), daß ein Computer, der ausschließlich nach den Gesetzen der Quantenme-
chanik arbeitet, theoretisch funktionieren kann [6, 7]. Er stellte ein Modell einer
reversiblen Turing-Maschine vor, die lesen und schreiben konnte, sowie Operationen
vollständig ausführte und dafür quantenmechanische Wechselwirkungen benutzte.
Obwohl sich die daraus resultierende Maschine bezüglich des Rechenaufwands noch
wie ein klassischer Computer verhielt, ist dies doch als der erste Versuch anzusehen,
die Quantenmechanik in das mathematische Modell eines Computers einzubringen.
In diesem Zusammenhang machte Benioff verschiedene Vorschläge für Turing-artige
Hamiltonoperatoren. Allerdings waren seine Ideen keine vollständige Untersuchung
der Quantenrechner, da sie lediglich klassische Rechner reproduzierten.
Darüber hinausgehende Überlegungen stellte der Physik-Nobelpreisträger Richard
Feynman [33, 34] an. Er beschäftigte sich mit der kontroversen Frage, wie gut klas-
sische Computer Quantensysteme simulieren können. Er schloß aus seinen Betrach-
tungen, daß klassische Computer Quantensysteme nicht effizient simulieren können,
Quantensysteme sich hingegen im Prinzip immer für die Simulation irgendeines an-
deren Systems eignen. Dies war der erste Hinweis darauf, daß die rechnerische Ef-
fektivität einer Quantenvorrichtung, speziell eines Quantensimulators, die Kapazität
einer klassischen Maschine übertreffen könnte. Seinen Ansatz kann man allerdings
nicht als ausgereiftes Computersystem bezeichnen, da er zwar voraussetzte, daß jede
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Wechselwirkung zwischen angrenzenden Zweizustandssystemen “geordnet” werden
kann, jedoch nicht beschrieb, wie dies geschehen soll.
Im Jahr 1985 gelang David Deutsch vom Mathematischen Institut der Univer-
sität Oxford (England) bezüglich des Quantencomputers ein entscheidener Schritt
vorwärts: Deutsch beschrieb die erste Quanten-Turing-Maschine [27]. Dies war eine
Maschine, die lesen, schreiben und Operationen durchführen konnte, die alle durch
quantenmechanische Wechselwirkungen zustande kamen, und deren Register jetzt
zusätzlich in nicht klassischen Zuständen existieren konnte. Während eine herkömm-
liche klassische Turing-Maschine nur 0, 1 oder Leerzeichen an jeder Stelle des Regi-
sters lesen konnte, konnte die Quanten-Turing-Maschine gleichzeitig auch eine Su-
perposition von 0 und 1 entschlüsseln. Daher hat die Quanten-Turing-Maschine das
Potential, mehrere Inputs eines Problems simultan im gleichen Register zu ent-
schlüsseln und eine Berechnung mit allen Inputs in der gleichen Zeit durchzuführen,
die benötigt wird, um eine Berechnung klassisch auszuführen. Dieser Effekt wird
Quantenparallelismus genannt. Die Gesetze der Quantenmechanik erlauben es al-
lerdings nicht, mehr als einen dieser Werte explizit zu extrahieren. Das Problem
liegt darin, daß das Erhalten eines Wertes eine Messung notwendig macht, durch
die die restlichen Ergebnisse unwiderruflich verloren gehen. Somit ist das endgültige
Resultat nicht besser als das mit einer klassischen Turing-Maschine erzielte. Trotz-
dem erhält man in effizienter Weise verschiedene globale Eigenschaften der Outputs
(siehe dazu Kapitel 4.1).
Essentiell ist das System von Deutsch eine Reihe von Zweizustandssystemen und
sieht eher aus wie eine Registermaschine als wie eine Turing-Maschine; beides sind
jedoch universelle klassische Rechenmaschinen. Deutsch bewies, daß für die Simula-
tion eines jeden physikalischen Systems eine unitäre Entwicklung aufgestellt werden
kann, wenn eine Entwicklung des Zweizustandssystems durch eine bestimmte kleine
Anzahl von einfachen Operationen möglich ist. Die gleichen Ideen legte er auch der
Betrachtung zugrunde, wie man eine Turing-ähnliche Verhaltensweise erzielen kann.
Diese einfachen Operationen von Deutsch werden Quantengatter genannt, da sie
eine analoge Rolle zu den binären logischen Gattern des klassischen Computers ein-
nehmen. Verschiedene Wissenschaftler untersuchten im Anschluß daran die kleinste
Klasse von Gattern, die für den Quantencomputer notwendig ist. Es zeigte sich, daß
Deutschs Simulator im strikten Sinne nicht universell ist. Trotzdem ist seine Idee
insofern effektiv, als daß man auf diese Weise eine große Klasse von Quantensy-
stemen simulieren kann [54]. Auch in anderer Hinsicht ist die Arbeit von Deutsch
hervorzuheben: Sie führte Konzepte für Quantennetzwerke [28] und logische Gat-
ter ein, welche für den Quantencomputer sehr wichtig sind und es überhaupt erst
ermöglichen, sich weitere Gedanken über die Quantenrechner zu machen.
Auf der Grundlage des Modells der Quanten-Turing-Maschine war man nun in der
Lage, die Fähigkeiten des Quantencomputers zu untersuchen. Diese Untersuchun-
gen beziehen sich in erster Linie auf die Berechenbarkeit, d.h. auf die Art der mit
dieser Maschine zu lösenden Probleme, den damit verbundenen Aufwand, d.h. dem
Verhältnis von Arbeitsspeicher und Zeitaufwand zur Größe des Problems, sowie auf
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die Allgemeingültigkeit, d.h. die Frage, ob eine Maschine alle anderen effizient simu-
lieren kann. Im folgenden werden diese einzelnen Aspekte genauer dargelegt.
Für die Betrachtung der Allgemeingültigkeit sei zunächst die Church-Turing-These
vorangestellt: “Jede (im intuitiven Sinn) berechenbare Funktion ist auch Turing-
berechenbar.” Feynman stellte 1982 jedoch fest, daß eine klassische Turing-Maschine
die Quantenmechanik nicht effizient simulieren kann.
Die Diskrepanz zwischen den Aussagen von Church-Turing und Feynman führte zu
einer Umformulierung der Church-Turing These durch David Deutsch [27]: “Jedes
endlich realisierbare physikalische System kann im endlichen Sinn perfekt durch ei-
ne universelle Computermaschine simuliert werden.” Diese Aussage kann nur dann
mit Feynmans Beobachtung über die Effektivität von Quantensystemsimulationen
in Einklang gebracht werden, wenn man das Modell einer Computermaschine auf
die Quantenmechanik stützt.
Den Aspekt der Berechenbarkeit muß man unter folgendem Blickwinkel betrachten:
Die Computertheorie befaßt sich damit, welche Probleme in endlicher Zeit auf einem
Computer gelöst werden können. Wenn es im Hinblick auf das betrachtete Compu-
termodell keinen Algorithmus gibt, der garantiert, in endlicher Zeit eine Antwort für
das gegebene Problem zu finden, gilt das Problem für dieses Computermodell als
unberechenbar. In Bezug auf den Quantencomputer bewies wiederum Deutsch [27],
daß der Quantencomputer verschiedene Outputs berechnen kann, deren Berechnung
durch deterministische Turing-Maschinen nicht möglich ist, da klassische determini-
stische Turing-Maschinen darauf beschränkt sind Funktionen, d.h. mathematische
Prozeduren, zu berechnen, die ein einzelnes reproduzierbares Ergebnis besitzen. Es
gibt aber durchaus Probleme, die nicht durch die Anwendung einer Funktion lösbar
sind, wie z.B. das Erzeugen von echten Zufallsvariablen. Daher kann eine Turing-
Maschine das Erzeugen von Zufallsvariablen nur vortäuschen.
Während sich die Berechenbarkeit damit befaßt, welche Probleme mit einem Com-
puter lösbar bzw. unlösbar sind, geht es bei der Betrachtung des Aufwands darum,
wie effizient der Computer die Probleme lösen kann. Die Effizienz ist eine wichtige
Frage in der Informatik. Die Tatsache, daß ein Computer ein Problem theoretisch
lösen kann, garantiert nicht dessen Lösbarkeit mit der heutigen Technologie in der
Praxis. Die Lösung von sehr komplexen Problemen kann durch zu hohen Bedarf an
Laufzeit oder Speicherplatz auf klassischen Computern nicht praktikabel sein. Infor-
matiker haben ein Klassifikationsschema für die Beschreibung des Aufwandes von
verschiedenen realisierbaren Algorithmen auf unterschiedlichen Computertypen ent-
wickelt. Das größte gemeinsame Maß der Effizienz zeichnet sich durch das Verhältnis
der Komplexität des Problems zur Größe der Zeit oder des Speicherplatzes, die zur
Lösung eines Problems benötigt werden, aus. Vereinfacht gesagt ist die Größe des
Speicherplatzes die Anzahl der benötigten Bits, um in dem Computer das Pro-
blem anzugeben. Die Klassifizierung wurde entwickelt, um die Schwierigkeit eines
Problems quantitativ zu bestimmen. Diese Einteilung basiert auf der mathemati-
schen Form einer Funktion, die die Vergrößerung des rechnerischen Aufwands in
Abhängigkeit von der Größe des Problems beschreibt. Der größte quantitative Un-
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terschied liegt zwischen einem polynomial wachsenden Aufwand – diese Probleme
werden als lösbar erachtet – und einem exponentiell wachsenden Aufwand – diese
Probleme werden als nicht lösbar erachtet.
Zur Verdeutlichung betrachte man die Multiplikation zweier großer Zahlen p · q = N
und das Faktorisieren der Zahl N . Es ist relativ leicht, zwei große Zahlen p und q mit-
einander zu multiplizieren, wogegen die Umkehroperation, das Finden der Faktoren
von N , sich weitaus schwieriger gestaltet:

10433 · 16453 = ? leicht (polynomial)
? · ? = 171654149 schwer (exponentiell)

Wenn in binärer Notation die zu multiplizierenden Zahlen eine Größe von L Bits
haben, dann kann die Multiplikation in einer Zeit proportional zu L2, also polyno-
mial in L, durchgeführt werden. Für die Faktorisierung sind die besten bekannten
klassischen Methoden für Zahlen mit ungefähr 100-150 Dezimalstellen das mehrfa-
che polynomiale quadratische Sieb [86], sowie das Zahlfeldsieb [51, 52] für Zahlen
mit mehr als 110 Dezimalstellen. Die Laufzeit dieser Algorithmen wächst stärker als
polynomial mit L, der Anzahl von Bits, die benötigt werden, um die zu faktorisie-
rende Zahl N anzugeben (L ≈ log2 N): Der beste Faktorisierungsalgorithmus von

Zahlen erfordert eine Zeit der Ordnung exp(L
1
3 log(L)

2
3 ) (dazu mehr in Kapitel 4.2).

Mitte der 1980er Jahre ließ das Interesse am Quantencomputer zunächst nach. Das
lag daran, daß sich kein mathematisches Problem fand, das mit einem Quantenrech-
ner besser oder schneller zu lösen wäre, als mit einem klassischen Computer.
In den frühen 1990er Jahren wurde die Suche nach solchen Problemen von verschie-
denen Wissenschaftlern wie Deutsch und Jozsa [21, 29], Berthiaume und Brassard
[9, 10], Bernstein und Vazirani [8] erneut aufgenommen. In dieser Hinsicht gelang
Simon mit dem Simonalgorithmus [85] und Peter W. Shor von den AT & T-Bell-
Laboratorien in Murray Hill (New Jersey) mit dem Shoralgorithmus [21, 22, 23, 32,
57, 75, 82, 83, 84] der entscheidende Durchbruch. Shor diskutierte u.a. die Fakto-
risierung großer Zahlen unter Benutzung von Quantenfouriertransformationen. Die
Methode der Anwendung von Quantenfouriertransformationen ging von Copper-
smith [24] und Deutsch aus (dazu auch [47]). Weitere wichtige Quantenalgorithmen
wurden von Grover [40, 41, 42, 75, 98], Durr und Hoyer [31] und Kitaev [50] vor-
gestellt. 1991 beschrieb Jozsa zusätzlich noch eine Klasse von Funktionen, die nicht
mit Hilfe des Quantenparallelismus berechnet werden können [46].
Theoretisch sind in den letzten Jahren durch die Entwicklung von Quantenalgo-
rithmen und der Quantenfehlerkorrektur große Fortschritte erzielt worden. Dagegen
stehen die experimentelle Realisierung und der Einbezug der theoretischen Konzepte
in die Praxis erst am Anfang, wenn auch mit Quantengattern und der Teleportation
schon erfolgreiche Laborergebnisse erzielt wurden. Der entscheidende Schritt zum
skalierbaren Quantencomputer mit einem größeren Rechenumfang ist nach heuti-
gem Stand noch nicht absehbar.
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Besonders empfehlenswert als einführende Literatur in das Thema “Quantencom-
puter” sind:

• Lehrbücher: [11, 39, 62, 97]

• Vorlesungen: [49, 67, 95, 96]

• Veröffentlichungen:

– Einleitende Artikel: [13, 44, 53, 81, 87]

– Diplomarbeiten, Seminararbeiten, Workshops: [26, 64, 71]

– Weiterführende Artikel: [70, 72].

Der Aufbau der vorliegenden Arbeit gestaltet sich folgendermaßen:
Die für den Quantencomputer verwendeten Grundlagen der Quantenmechanik –
Zustände im Hilbertraum, Matrizenmechanik, Observablen im Hilbertraum, Meß-
prozeß, Wellenmechanik, – werden in Kapitel 2 dargestellt, das mit einer Zusam-
menfassung am Beispiel des Spin-1

2
-Systems, eines Zweizustandssystems, schließt.

Kapitel 3 beschäftigt sich mit dem theoretischen Modell des Quantencomputers. Als
Einstieg dienen die Ideen der reversiblen Operationen und die damit verbundenen
Quantengatter sowie das Einbeziehen der Quantenmechanik in ein Computermodell
durch Aufstellen eines Hamiltonoperators auf der Basis von Feynmans Ideen. Darauf
aufbauend werden die Unterschiede zwischen dem klassischen Computer und dem
Quantencomputer herausgearbeitet. Im Anschluß daran erfolgt eine Betrachtung
der Funktionsweisen der Quanteninformationsverarbeitung und der Quantenfehler-
korrektur.
Als entscheidender Impuls in der Entwicklung des Quantencomputers sind die Quan-
tenalgorithmen anzusehen. Die Algorithmen von Deutsch und Shor werden im Kapi-
tel 4 dieser Arbeit vorgestellt. Der Algorithmus von Deutsch dient der Auswertung
einer binären Funktion, die mit dem klassischen Computer sehr zeitaufwändig ist.
Der Vorteil liegt in der einmaligen Anwendung des Algorithmus, um das gewünschte
Ergebnis zu erhalten, im Vergleich zum klassischen Fall, in dem man den Algorith-
mus mehrmals durchlaufen muß. Mit Hilfe des Shor–Algorithmus ist es möglich,
effizient große Zahlen zu faktorisieren. Diese Quantenalgorithmen basieren einer-
seits auf dem neuen und revolutionären Phänomen des Quantenparallelismus, und
andererseits auf der Benutzung der diskreten Fouriertransformation.
Die diesen Algorithmen zugrundeliegende Mathematik der Zahlentheorie und der
diskreten Fouriertransformation findet sich in den Anhängen B und C.
Die möglichen Ansätze für eine experimentelle Verwirklichung und die dieser noch
entgegenstehenden Probleme sind in Kapitel 5 dargelegt. Die vorgestellten experi-
mentellen Modelle basieren auf den Grundlagen der Quantenoptik, der Kernspinre-
sonanz – Nuclear Magnetic Resonanz (NMR) – und der Festkörperphysik.



Kapitel 2

Quantenmechanik

In diesem Kapitel sollen die Grundlagen der Quantenmechanik zusammengefaßt
werden, die im Rahmen dieser Arbeit benötigt werden.
Die Aufgabe der Quantentheorie besteht darin, die Ergebnisse von Experimenten
an bestimmten mikroskopischen Systemen theoretisch vorherzusagen und zu inter-
pretieren. Die möglichen Systemzustände werden abstrakt als die Elemente, d.h.
Zustandsvektoren, eines speziellen linearen Vektorraumes, des sogenannten Hilbert-
raumes, aufgefaßt. Die meßbaren, klassischen Variablen werden in der Quantentheo-
rie zu Observablen, die durch hermitesche Operatoren dargestellt werden, welche
in gesetzmäßiger Weise auf die Vektoren des Hilbertraumes wirken. Eine Messung
der Observablen impliziert die Bildung von Erwartungswerten des zugehörigen Ope-
rators in bestimmten Zuständen. Zunächst soll hier der fundamentale Begriff “Zu-
stand” eingeführt werden. Im Anschluß daran werden die wichtigsten Eigenschaften
des Hilbertraumes aufgeführt, um anschließend den Begriff einer Observablen und
den quantenmechanischen Meßprozeß in diesem Formalismus zu beschreiben.

Im folgenden sollen die Grundlagen des in der Quantenmechanik benutzten Vektor-
raumes zusammengetragen werden, wobei auf eine Diskussion der mathematischen
Feinheiten in diesem Zusammenhang weitgehend verzichtet wird. Die benutzte No-
tation sei die bra und ket Notation von Dirac.
Man betrachtet einen komplexen Vektorraum, dessen Dimension von der Natur des
zu betrachtenden Systems abhängt. Beispielsweise in Experimenten wie dem Stern-
Gerlach-Versuch [63, 77, 79] ist der einzige relevante quantenmechanische Freiheits-
grad der Spin eines Elektrons (spin up oder spin down) und die Dimension des
relevanten Hilbertraumes ist endlich (hier 2 · 1

2
+ 1 = 2). Hingegen ist z.B. die An-

zahl der möglichen Energiezustände für ein nicht gebundenes System nichtabzählbar
unendlich. Zur mathematischen Beschreibung benötigt man dementsprechend i.A.
einen unendlichdimensionalen komplexen Vektorraum, den Hilbertraum H.
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Zustände im Hilbertraum
In der Quantenmechanik wird ein physikalischer Zustand durch einen Zustandsvek-
tor in einem Hilbertraum dargestellt. Nach Dirac nennt man einen solchen Vektor
einen ket-Vektor, |α〉. Dieser Vektor beinhaltet die vollständigen Informationen über
den physikalischen Zustand. Man erhält wiederum einen Vektor dieses Raumes, wenn
man zwei Vektoren addiert (|α〉 + |β〉 = |γ〉) oder einen Vektor mit einer komple-
xen Zahl multipliziert (c|α〉). In dem Spezialfall c = 0 ist der resultierende Vektor
der Nullvektor. In der Quantenmechanik repräsentieren |α〉 und c|α〉 mit c 6= 0 den
gleichen physikalischen Zustand. Mit anderen Worten bedeutet dies, daß nur die
“Richtung” im Vektorraum von Bedeutung ist. Deshalb bevorzugen Mathematiker
es, von Strahlen anstatt von Vektoren zu sprechen.
Der zu dem bisher bekannten Hilbertraum duale Vektorraum besteht aus bra-Vekto-
ren, die nach der Dirac-Schreibweise von der Form 〈α| sind. Zu jedem ket-Vektor
existiert ein zugehöriger bra-Vektor. Der duale Vektor zu c|α〉 ist c∗〈α|. Allgemeiner
gilt

cα|α〉+ cβ|β〉 ↔ c∗α〈α|+ c∗β〈β|.
Das innere Produkt – auch Skalarprodukt – eines bra- und ket-Vektors ist wie folgt
definiert: Das Produkt wird geschrieben als

〈β|α〉 = (〈β|)︸︷︷︸
bra

· (|α〉)︸︷︷︸
ket

.

Dieses Produkt ist im allgemeinen eine komplexe Zahl. Zwei wichtige Eigenschaften
des inneren Produktes sind

• 〈β|α〉 = 〈α|β〉∗, was mit anderen Worten bedeutet, daß 〈β|α〉 und 〈α|β〉 zu-
einander komplex konjugiert sind,

• 〈α|α〉 ≥ 0 und 〈α|α〉 = 0 ⇔ |α〉 = |0〉.
Zwei unterschiedliche Vektoren heißen orthogonal, wenn 〈α|β〉 = 0 gilt. Der zu einem
gegebenen Vektor |α〉 6= |0〉 normierte Vektor |α̃〉 ist von der Gestalt

|α̃〉 =
1√
〈α|α〉|α〉, mit der Eigenschaft 〈α̃|α̃〉 = 1.

√
〈α|α〉 heißt auch Norm von |α〉.

Sei {|ϕn〉} eine abzählbare Orthonormalbasis, d.h. daß

• 〈ϕn|ϕn′〉 = δnn′ gilt

• ein beliebiger Vektor |ψ〉 ∈ H entwickelt werden kann durch

|ψ〉 =
∑

n

ψn|ϕn〉 mit ψn ∈ C und n = 1, 2, . . . .
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Für die Entwicklungskoeffizienten ψn folgt wegen der Orthonormalität von {|ϕn〉}:
ψn = 〈ϕn|ψ〉. Also gilt

|ψ〉 =
∑

n

ψn|ϕn〉 =
∑

n

|ϕn〉〈ϕn|ψ〉. (2.1)

Da |ψ〉 ein beliebiger Vektor ist, gilt

∑
n

|ϕn〉〈ϕn| = 1I, (2.2)

mit dem Identitätsoperator 1I. Diese Gleichung ist auch als Vollständigkeitsrelation
bekannt. Wenn man |ϕi〉〈ϕi| auf |ψ〉 wirken läßt, erhält man

(|ϕi〉〈ϕi|) · |ψ〉 = |ϕi〉〈ϕi|ψ〉 = ψi|ϕi〉 mit i ∈ N.

Daran sieht man, daß |ϕi〉〈ϕi| auf den Anteil des Vektors |ψ〉 parallel zu |ϕi〉 proje-
ziert. Deshalb ist Λi = |ϕi〉〈ϕi| auch als Projektionsoperator entlang des Basisvektors
|ϕi〉 bekannt. Die Vollständigkeitsrelation kann somit auch geschrieben werden als

∑
i

Λi = 1I.

Offenbar gilt

ΛiΛj|ψ〉 = 0 für i 6= j
und ΛiΛi|ψ〉 = Λi|ψ〉.

Matrixdarstellung
Allgemein kann man Zustände als Vektoren in Cn und Operatoren mit Hilfe von
Matrizen darstellen. |ψ〉 sei ein beliebiger Zustand des Hilbertraumes, für den nach
Gleichung (2.1)

|ψ〉 =
∑

n

|ϕn〉〈ϕn|ψ〉

gilt. Da die Komponenten von |ψ〉 bezüglich der Basis {|ϕn〉} den Zustand |ψ〉
vollständig festlegen, kann man diesem einen Zustandsvektor

|ψ〉 ←→




ψ1

ψ2
...

ψm
...
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zuordnen, dessen Elemente die Projektionen von |ψ〉 auf die Basiszustände |ϕn〉
darstellen:

ψn = 〈ϕn|ψ〉 mit n = 1, 2, 3, . . . .

Während man einen ket-Zustand als Spaltenvektor auffassen kann, schreibt man den
zugehörigen bra-Zustand 〈ψ| als Zeilenvektor mit komplex konjugierten Komponen-
ten:

〈ψ| =
∑

n

〈ψ|ϕn〉〈ϕn| =
∑

n

〈ϕn|ψ〉∗〈ϕn|,

also 〈ψ| ←→ (ψ∗1ψ
∗
2 . . . ψ∗m . . .).

Für das innere Produkt zweier Hilbertvektoren gilt nun :

〈φ|ψ〉 =
∑

n

〈φ|ϕn〉〈ϕn|ψ〉 =
∑

n

φ∗nψn,

= (φ∗1φ
∗
2 . . . φ∗m . . .)




ψ1

ψ2
...

ψm
...




.

Analog kann man einen Operator A : H → H wegen

A = 1I A 1I =
∑
n,m

|ϕn〉〈ϕn|A|ϕm〉〈ϕm|

als Matrix schreiben:

A = (Anm) =




A11 A12 . . . A1m . . .
A21 A22 . . . A2m . . .
...

...
...

An1 An2 . . . Anm . . .
...

...
...




.

Die Matrixelemente sind durch die vorgegebene Basis eindeutig festgelegt:

Anm = 〈ϕn|A|ϕm〉.

Ist der Hilbertraum n-dimensional, so handelt es sich bei A um eine quadratische
n×n-Matrix. Ist die Basis abzählbar unendlich, so ist die Matrix formal aus unend-
lich vielen Zeilen und Spalten aufgebaut.
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Observablen im Hilbertraum
Reelle Meßwerte werden durch Erwartungswerte hermitescher Operatoren im Hil-
bertraum dargestellt. Für einen hermiteschen Operator gilt:

A = A† mit A† = (At)∗.

Die orthogonalen Eigenvektoren |a1〉, |a2〉, |a3〉, . . . d.h. 〈aj|ai〉 = 0 für aj 6= ai,
von einem hermiteschen Operator A spielen zusammen mit den zugehörigen reel-
len Eigenwerten a1, a2, . . . eine wichtige Rolle. Sie erfüllen die Eigenwertgleichungen
A|a1〉 = a1|a1〉, A|a2〉 = a2|a2〉, . . .. Die Gesamtheit aller Eigenwerte bezeichnet man
als Spektrum von A, das sowohl diskret (endlich oder abzählbar unendlich) als auch
kontinuierlich sein kann. Bemerkenswert ist an dieser Stelle, daß durch die Anwen-
dung von A auf einen Eigenvektor bis auf ein Vielfaches der gleiche Vektor repro-
duziert wird. Der physikalische Zustand zu einem Eigenvektor heißt Eigenzustand.
Wählt man als Basis vonH gerade den vollständigen Satz {|an〉} von Eigenzuständen
des hermiteschen Operators A, dann hat die Matrix A Diagonalgestalt, wobei auf
der Diagonalen gerade die Eigenwerte an von A stehen:

A|an〉 = an|an〉 → 〈an|A|an〉 = Anm = anδnm,

A = (Anm) =




a1

a2 0
. . .

0 an

. . .




.

Ein weiterer Begriff, der für die Zeitentwicklung der Zustände in der Quantenmecha-
nik von Bedeutung ist, ist der unitäre Operator. Ein unitärer Operator U zeichnet
sich durch folgende Eigenschaft aus:

U †U = UU † = 1I ⇔ U † = U−1,

was die Normerhaltung ψ = Uϕ ⇒ 〈ψ|ψ〉 = 〈ϕ|ϕ〉 impliziert.

Meßprozeß
Auf der Grundlage der Mathematik des Hilbertraumes ist man nun in der Lage,
die Quantentheorie des Meßprozesses zu diskutieren. Dirac charakterisierte die Mes-
sung mit den Worten: “Eine Messung veranlaßt das System immer dazu, in einen
Eigenzustand der zu messenden dynamischen Variable zu springen.” (siehe [30], Ka-
pitel 36). Diese Worte kann man wie folgt interpretieren: Bevor eine Messung einer
Observablen A durchgeführt wird, ist das System i.A. durch eine Linearkombination

|α〉 =
∑

n

αn|an〉 =
∑

n

|an〉〈an|α〉 (Superpositionsprinzip)
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der Eigenzustände von A gegeben. Betrachtet man den zugehörigen Erwartungswert
〈α|A|α〉, so erhält man:

〈α|A|α〉 =
∑
n,m

〈α|an〉〈an|A|am〉〈am|α〉

=
∑

n

〈α|an〉an〈an|α〉

=
∑

n

an|〈an|α〉|2.

Daran ist zu erkennen, daß der Eigenwert an mit dem Gewicht |〈an|α〉|2, der Wahr-
scheinlichkeit (engl.: probability) das System in |an〉 anzutreffen, auftritt. Also gilt

Prob(ai) = |〈ai|α〉|2.

Wellenmechanik
In der Wellenmechanik wird ein Zustand eines Ein-Teilchen-Systems durch eine qua-
dratintegrable Wellenfunktion ψ(x, t) beschrieben, d.h. der Hilbertraum wird durch
komplexwertige Funktionen ψ : R3 → C mit 〈ψ|ψ〉 :=

∫
d3x ψ∗(x, t)ψ(x, t) < ∞

realisiert. Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zur Zeit t am Ort x im Volumen-
element d3x zu finden, ist dementsprechend gegeben durch |ψ(x, t)|2d3x, d.h. die
Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zur Zeit t und im Zustand |ψ〉 im Gebiet G zu
finden, ergibt sich zu

P (G,ψ, t) =

∫

G

d3x |ψ(x, t)|2 =

∫

G

d3x ψ∗(x, t)ψ(x, t),

und für G = R3 gilt wegen der Normierung von ψ P (R3, ψ, t) = 〈ψ|ψ〉 = 1.
Die Zeitentwicklung der Zustände wird dabei durch die Schrödingergleichung

i~
∂

∂t
ψ(x, t) = Hψ(x, t) mit H = − ~

2

2m
∇2 + V (x) und x ∈ R3

beschrieben, wobei

• ~ = h
2π

mit der Planckschen Konstante h,

• m die Masse des Teilchens und

• V (x) ein zeitlich konstantes Potential ist, in dem sich das Teilchen bewegt.

Die allgemeine Lösung der Schrödingergleichung mit einem zeitunabhängigem Ha-
miltonoperator H läßt sich mit Hilfe des unitären Zeitentwicklungsoperators U(t)
beschreiben, so daß

ψ(x, t) = U(t)ψ0(x) mit ||ψ0(x)|| = 1 und U(t) = e−
i
~Ht
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gilt, wobei ψ0(x) = ψ(x, 0) die Anfangswellenfunktion ist.
Die Zeitabhängigkeit läßt sich durch das Spektrum von H beschreiben: z. B. löst
man für ein gebundenes System die stationäre Schrödingergleichung

Hϕn(x) = εnϕn(x)

wobei ϕn(x) eine abzählbare Basis des Hilbertraumes H aus Eigenzuständen von H
bildet. Danach entwickelt man die Anfangswellenfunktion ψ0(x) nach diesen Eigen-
zuständen von H:

ψ0(x) =
∑

n

ϕn(x)〈ϕn|ψ0〉

mit

〈ϕn|ψ0〉 =

∫
d3x ϕ∗n(x)ψ0(x).

Damit gilt für

ψ(x, t) = e−
i
~Ht

∑
n

ϕn(x)〈ϕn|ψ0〉

=
∑

n

e−
i
~ εntϕn(x)〈ϕn|ψ0〉.

Tensorprodukt
Die bisherigen Ausführungen beziehen sich alle auf Ein-Teilchen-Systeme. Zusätz-
lich muß man in der Quantenmechanik aber auch noch Mehr-Teilchen-Systeme be-
trachten. Die grundlegenden Eigenschaften sollen hier an dem Zwei-Teilchen-System
aufgezeigt werden. Seien H1 und H2 zwei Ein-Teilchen-Hilberträume mit den Ba-
sen {ϕn1(x1)} mit n1 = 0, 1, 2, . . . und {ϕn2(x2)} mit n2 = 0, 1, 2, . . .. Dann ist
der Hilbertraum des Zwei-Teilchens-Systems das Tensorprodukt der Ein-Teilchen-
Hilberträume H = H1 ⊗H2 mit der Basis {ϕn1 ⊗ ϕn2} oder in der Dirac-Notation
{|ϕn1〉|ϕn2〉} mit n1, n2 = 0, 1, 2, . . .. Das Tensorprodukt ist definiert gemäß:

(ϕn1 ⊗ ϕn2)(x1, x2) := ϕn1(x1) · ϕn2(x2)

mit den Eigenschaften

λ(ϕn1 ⊗ ϕn2) = λϕn1 ⊗ ϕn2 = ϕn1 ⊗ λϕn2

(ϕn1 + ϕn2)⊗ ϕn3 = ϕn1 ⊗ ϕn3 + ϕn2 ⊗ ϕn3

ϕn1 ⊗ (ϕn2 + ϕn3) = ϕn1 ⊗ ϕn2 + ϕn1 ⊗ ϕn3 .

Das Skalarprodukt für ein solches Tensorprodukt in H ist dann gegeben durch:

〈ϕn1 ⊗ ϕn2|ϕn
′
1
⊗ ϕn

′
2
〉 = 〈ϕn1|ϕn

′
1
〉 · 〈ϕn2|ϕn

′
2
〉,



14 2. Quantenmechanik

so daß aus der Orthogonalität der Zustände ϕn(x) die Orthogonalität der Produkt-
zustände folgt, d.h.

〈ϕn|ϕn′ 〉 = δn,n′ ⇒ 〈ϕn1 ⊗ ϕn2|ϕn
′
1
⊗ ϕn

′
2
〉 = δn1,n

′
1
δn2,n

′
2
.

Analog zum Ein-Teilchen-System besitzt ein Zustand ψ(x1, x2) die folgende Ent-
wicklung:

ψ(x1, x2) =
∑
n1,n2

cn1n2(ϕn1 ⊗ ϕn2)(x1, x2)

mit cn1n2 = 〈ϕn1 ⊗ ϕn2|ψ〉 =

∫
ϕ∗n1

(x1)ϕ
∗
n2

(x2)ψ(x1, x2)dx1dx2.

Zusammenfassung für das Spin-1
2
-System

Die bisher erarbeiteten Grundlagen der Quantenmechanik sollen nun an dem Beispiel
des Spin-1

2
-Systems zusammengefaßt werden. Dieses System eignet sich prinzipiell

zur Speicherung von Bits bei einem Quantencomputer und wird in den folgenden
Kapiteln als Grundlage dienen.
Der Spin S = 1

2
ist z.B. für Elektronen, Protonen und Neutronen realisiert. Für

ein Ein-Teilchen-Spin-1
2
-System ist der Spinoperator Ŝ : C2 → C2 von der Gestalt

Ŝ = (Sx, Sy, Sz). Die Eigenvektoren | ↑〉 = |1〉 (spin up) und | ↓〉 = |0〉 (spin down)
entlang einer einzelnen Achse, z.B. der z-Achse, bilden die Basis des zugehörigen
Hilbertraumes H = C2. Die zu verschiedenen Eigenwerten von Ŝz gehörenden Ei-
genzustände | ↑〉 und | ↓〉 sind orthogonal

〈↑ | ↓〉 = 〈↓ | ↑〉 = 0,

und seien auf eins normiert

〈↑ | ↑〉 = 〈↓ | ↓〉 = 1.

Da aus der Sichtweise der Meßtheorie orthogonale Vektoren zu sich gegenseitig aus-
schließenden Alternativen korrespondieren, bedeutet dies für ein sich im Zustand
| ↑〉 befindendes Spin-1

2
-System, daß es mit Sicherheit nicht im Zustand | ↓〉 ist. Die

Eigenwertgleichung lautet

Sz| ↑〉 =
~
2
| ↑〉, Sz| ↓〉 = −~

2
| ↓〉

mit Sz =
~
2
[(| ↑〉〈↑ |) − (| ↓〉〈↓ |)].

Es ist sehr wichtig, Eigenwerte nicht mit Erwartungswerten zu verwechseln. Der
Erwartungswert von Sz eines Spin-1

2
-Systems kann jede reelle Zahl zwischen −~

2

und ~
2

annehmen, hingegen existieren für die Eigenwerte, d.h. für die Werte jeder
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einzelnen Messung von Sz nur die Werte −~
2

und ~
2
.

Da der Spin eine physikalische Observable ist, ist Sz ein hermitescher Operator
und in der gewählten Basis {| ↑〉, | ↓〉} von Diagonalgestalt. Auch der Operator
Ŝ2 = S2

x + S2
y + S2

z hat in dieser Basis Diagonalgestalt. Für Spin S = 1
2

hat er den
Eigenwert 3

4
~2:

Ŝ2| ↑〉 =
3

4
~2| ↑〉,

Ŝ2| ↓〉 =
3

4
~2| ↓〉.

Es ist außerdem lehrreich, sich zwei weitere Operatoren anzuschauen:

S+ := ~| ↑〉〈↓ |, S− := ~| ↓〉〈↑ |, (2.3)

die beide nicht hermitesch sind. Für diese Operatoren gilt S†± = S∓ sowie

S+| ↑〉 = 0, S−| ↑〉 = ~| ↓〉,
S+| ↓〉 = ~| ↑〉, S−| ↓〉 = 0.

Die physikalische Interpretation von S+ (Aufsteigeoperator) besagt folglich, daß S+

die Spinkomponente um eine Einheit ~ erhöht. Wenn die Spinkomponente nicht
mehr erhöht werden kann, erhält man den Nullzustand. Für den Absteigeoperator
S− gilt das entsprechende. Man kann die Spinoperatoren in der Basis {| ↑〉, | ↓〉}
allgemein durch die Spinmatrizen (siehe oben)

Si =

( 〈↑ |Si| ↑〉 〈↑ |Si| ↓〉
〈↓ |Si| ↑〉 〈↓ |Si| ↓〉

)

darstellen. Daraus erhält man unmittelbar die folgenden Matrixdarstellungen:

S+ = ~
(

0 1
0 0

)
, S− = ~

(
0 0
1 0

)
, Sz =

~
2

(
1 0
0 −1

)
.

In der bisher benutzten Basis {| ↑〉, | ↓〉} schreibt sich ein allgemeiner Spinzustand
als

|ψ〉 = α| ↓〉+ β| ↑〉 mit α, β ∈ C und |α|2 + |β|2 = 1.

Dieser allgemeine Zustand |ψ〉 kann durch einen zweizeiligen Spaltenvektor dar-
gestellt werden, dessen Komponenten durch die Projektion auf das Basissystem
{| ↑〉, | ↓〉} gegeben sind:

χ =

(
α
β

)
mit α = 〈↓ |ψ〉, β = 〈↑ |ψ〉.
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Den Vektor χ bezeichnet man als Spinor. Die Basisspinoren, die den Zuständen | ↑〉
und | ↓〉 entsprechen, lauten dann

χ+ =

(
1
0

)
, χ− =

(
0
1

)
.

Die Vollständigkeitsrelation für die Basis des Spin-1
2
-Raumes läßt sich entweder

schreiben als

1I = | ↑〉〈↑ | + | ↓〉〈↓ |,

oder in Matrixdarstellung als

χ+χ†+ + χ−χ†− =

(
1 0
0 1

)
.

Betrachtet man nun ein Zwei-Teilchen-Spin-1
2
-System, dann sind Ŝ1 und Ŝ2 zwei

Spin-1
2
-Operatoren und ŜG = Ŝ1 + Ŝ2 der Gesamtspin. Die vier Produktzustände im

Tensorraum

| ↑↑〉 = | ↑〉| ↑〉, | ↓↓〉 = | ↓〉| ↓〉,
| ↑↓〉 = | ↑〉| ↓〉, | ↓↑〉 = | ↓〉| ↑〉,

bei denen sich das erste (zweite) Symbol auf den ersten (zweiten) Spin bezieht, sind
Eigenzustände von Ŝ2

1 , Ŝ
2
2 , S1z, S2z. Die Zustände

|ψ1〉 = | ↑↑〉, |ψ2〉 = 1√
2
(| ↑↓〉+ | ↓↑〉),

|ψ3〉 = | ↓↓〉, |ψ4〉 = 1√
2
(| ↑↓〉 − | ↓↑〉)

sind Eigenzustände des Gesamtspins Ŝ2
G und ŜGz. Dabei sind die Zustände |ψ2〉 und

|ψ4〉 keine reinen Produktzustände. Diese Zustände nennt man verschränkt.



Kapitel 3

Der Quantencomputer

3.1 Feynmans Ideen

Auf der Grundlage seiner Arbeiten [33, 34] kam Richard Feynman zu dem Ergebnis,
daß nicht jedes beliebige Quantensystem von klassischen Computern simuliert wer-
den kann. Deshalb ist seine Diskussion über die Einbeziehung der Quantenmechanik
in die Informatik von grundlegender Bedeutung. Das Ziel seiner Arbeit war zu zei-
gen, daß man einen Hamiltonoperator für ein System aufstellen kann, das sich wie
ein Computer verhält. Er befaßte sich jedoch weder damit, ob es das effizienteste
System ist, noch damit, wie man es am besten implementieren kann. Da die Gesetze
der Quantenmechanik in der Zeit reversibel sind, verfolgte er wie schon Bennett [4],
Fredkin und Toffoli [36] den Ansatz, Computermaschinen zu betrachten, die diesen
reversiblen Gesetzen gehorchen.

3.1.1 Reversible Operationen und Gatter

Ein Computer besteht aus einem komplexen Netzwerk von untereinander verbunde-
nen primitiven Elementen, auch Operationen genannt. Die klassischen Schaltelemen-
te sind das NOT, AND und OR, wobei die letzten zwei Elemente irreversibel sind.
Im folgenden werden zunächst drei reversible Operationen betrachtet, die benutzt
werden können, um eine universelle Maschine zu erstellen. Das erste ist das NOT,
das aus einem Kanal, auch Leitung genannt, besteht. Es verliert keine Information
und ist durch nochmalige Anwendung reversibel. In der folgenden Abbildung ist
das NOT symbolisch dargestellt mit der zugehörigen Tabelle für die sich ergebenen
Werte des Inputs a und Outputs a′:

=̂ a′a
a a′

0 1
1 0

Abbildung 3.1: NOT
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Das zweite reversible Element ist das CONTROLLED NOT. Es besteht aus zwei
Eingangsleitungen a und b und zwei Ausgangsleitungen a′ und b′. Die erste Leitung
ist die Kontrolleitung, da a = a′ gilt. Ist a = 1, dann wird ein NOT auf b ausgeführt.
Ansonsten gilt b = b′. Auch dieses Gatter ist durch einfache Wiederholung reversi-
bel. Der Output b′ ist eine symmetrische Funktion von a und b, die XOR (exklu-
sives oder) genannt wird: Entweder a oder b werden ausgegeben. Mathematisch ist
b′ = a + b (mod 2) (siehe dazu Anhang B.1). Das XOR kann also dazu benutzt
werden, a und b miteinander zu vergleichen: Bei unterschiedlichen Werten im Input
erhält man eine 1 und bei gleichen Werten eine 0. Das Element selber ist jedoch
irreversibel, da man für den Output b′ = 0 nicht sagen kann, ob er aus (a, b) = (0, 0)
oder (a, b) = (1, 1) entstanden ist. Diese Zweideutigkeit wird allerdings im CON-
TROLLED NOT durch die Kontrolleitung a = a′ behoben.

b

a a′

b′

a b a′ b′

0 0 0 0
0 1 0 1
1 0 1 1
1 1 1 0

Abbildung 3.2: CONTROLLED NOT

Die Kombination nur dieser beiden Elemente reicht noch nicht aus, um beliebi-
ge logische Funktionen auszuführen. Man benötigt auch noch eine Operation mit
drei Leitungen, das CONTROLLED CONTROLLED NOT. Dieses besteht aus zwei
Kontrolleitungen, die unverändert bleiben (a = a′, b = b′), sowie einer dritten Lei-
tung c, auf die NOT angewandt wird, wenn a = b = 1 gilt, und die ansonsten
unverändert bleibt. Ist die dritte Eingangsleitung z.B. auf c = 0 gesetzt, dann erhält
man c′ = 1 nur dann, wenn a = b = 1 gilt. Diese irreversible Verknüpfung von a
und b wird auch AND genannt: Die drei Kombinationen für (a, b), nämlich (0, 0),
(0, 1) und (1,0) ergeben alle den Wert 0, so daß zwei Bits benötigt werden, um die
Mehrdeutigkeit aufzuheben. Diese sind in den Kontrolleitungen a und b realisiert,
so daß das CONTROLLED CONTROLLED NOT reversibel ist.

a a′

b′b

c c′

a b c a′ b′ c′

0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1
0 1 0 0 1 0
0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 0 0
1 0 1 1 0 1
1 1 0 1 1 1
1 1 1 1 1 0

Abbildung 3.3: CONTROLLED CONTROLLED NOT
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In der Informatik wurde gezeigt, daß man mit diesen drei Elementen und deren
Kombinationen jeden logischen “Kreislauf” und somit auch einen universellen Com-
puter erzeugen kann. Die folgenden Beispiele sollen dies verdeutlichen. In den in
diesem Zusammenhang erstellten Gattern repräsentiert jede Leitung ein Bit; die
Gatter werden in ihren Operationen von links nach rechts gelesen.
Man erhält einen ADDER (Halbaddierer), indem man zuerst das CONTROLLED
CONTROLLED NOT und dann das CONTROLLED NOT in Folge benutzt (siehe
Abbildung 3.4). Dieses Gatter erzeugt von den Eingangsleitungen a, b und 0 den
ursprünglichen Wert von a in der zugehörigen Ausgangsleitung a′, die Summe von a
und b in b′ und den Übertrag des CONTROLLED CONTROLLED NOT angewen-
det auf a und b in c′.

a

b

a′

c = 0

Summe = b′

Übertrag = c′

a b c a′ b′ c′

0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0
1 0 0 1 1 0
1 1 0 1 0 1

Abbildung 3.4: ADDER

Ein etwas komplizierterer Schaltkreis ist der FULLADDER (Volladdierer), welcher
einen Übertrag c von einer vorherigen Addition zu a und b addiert und eine zusätz-
liche Eingangsleitung d = 0 besitzt (siehe Abbildung 3.5).

a

b

c

a

b s′

c′

c

s′

a

Übertrag = d′

Summe = c′

b = b′

a = a′

d = 0

a b c d a s′ c′ d′

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 1 1 0
0 1 1 0 0 1 0 1
1 0 0 0 1 1 1 0
1 0 1 0 1 1 0 1
1 1 0 0 1 0 0 1
1 1 1 0 1 0 1 1

a b c d a′ b′ c′ d′

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 1 1 0
0 1 1 0 0 1 0 1
1 0 0 0 1 0 1 0
1 0 1 0 1 0 0 1
1 1 0 0 1 1 0 1
1 1 1 0 1 1 1 1

Abbildung 3.5: FULLADDER
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Dieser Schaltkreis besteht aus vier Operationen, die sich aus den primitiven Ele-
menten CONTROLLED CONTROLLED NOT und CONTROLLED NOT zusam-
mensetzen. Neben der totalen Summe c′ = a + b + c und dem Übertrag d′ erhält
man auf den zwei anderen Ausgangsleitungen weitere Informationen: Den Startwert
a und einen Zwischenwert s′, der sich während der Routine ergeben hat. Neben den
gewünschten Outputwerten erhält man also auch “Abfall”, aus dem sich jedoch die
Werte der Eingangsleitungen rekonstruieren lassen. Dies ist eine für reversible Syste-
me typische Vorgehensweise. Im Fall eines FULLADDERs geschieht dies durch eine
zusätzliche Anwendung eines CONTROLLED NOTs auf die ersten zwei Leitungen a
und s′. In dem Schaltbild des FULLADDERs ist dies durch die gestrichelten Linien
dargestellt.
Auf diese Art und Weise kann man also durch verschiedene Kombinationen einen
beliebigen logischen “Kreislauf” erzeugen, der n Bits reversibel in n Bits umformt.
Wenn das zu berechnende Problem selbst reversibel ist, hat man keinen zusätzli-
chen Abfall. Allgemein benötigt man aber zusätzliche Leitungen, die die für die
Reversibilität notwendigen Informationen speichern.

3.1.2 Quantenmechanik und Computer

Auf diesen Grundlagen soll nun betrachtet werden, wie unter Benutzung der Ge-
setze der Quantenmechanik ein Computer gebildet werden kann. Man stellt einen
Hamiltonoperator für ein System wechselwirkender Teilchen auf, das sich wie ein
Gesamtsystem verhält, welches einem universellen Computer dient. Der Hamilton-
operator soll alle internen Rechenoperationen im Detail beschreiben, nicht aber die
Wechselwirkungen mit den äußeren Einflüssen beinhalten, wie das Einlesen des In-
puts und Lesen des Outputs.
Man betrachtet als Prototyp ein Zweizustandssystem, also z.B. das Spin-1

2
-System

eines Elektrons. Jedes Bit wird durch einen der beiden Zustände |0〉 oder |1〉 darge-
stellt.1 Der Anschaulichkeit halber soll das Beispiel des FULLADDERs, in dem die
Eingangsleitungen durch |a〉, |b〉, |c〉, |d〉 und die Ausgangsleitungen durch |a′〉, |b′〉,
|c′〉, |d′〉 gegeben sind, nochmals aufgegriffen werden. In der Quantenmechanik ist die
Operation, die |a〉, |b〉, |c〉, |d〉 reversibel in |a′〉, |b′〉, |c′〉, |d′〉 überführt, ein unitärer
Operator U mit U †U = 1I. Für den FULLADDER bedeutet dies, daß der Operator
M , der aus einzelnen Operationen besteht, den Anfangszustand |ψin〉 in den Aus-
gangszustand |ψout〉 = M |ψin〉 überführt. Die Matrix M besteht aus den Elementen
NOT, CONTROLLED NOT und CONTROLLED CONTROLLED NOT. Für die
einfachste Operation, das NOT, ist der zugehörige Operator auf den Zustand |a〉 in
der Ein-Teilchen-Basis von der Gestalt

Aa =

(
0 1
1 0

)
.

1z.B. |0〉 = | ↓〉, |1〉 = | ↑〉,
oder bei jedem anderen Zweizustandssystem: |0〉 = |Grundzustand〉, |1〉 = |angeregter Zustand〉
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Diesen Operator kann man mit Hilfe des Aufsteige- und Absteigeoperators darstel-
len. Um zu verdeutlichen, daß dieser Operator im vorliegenden Fall auf die einzelne
Leitung |a〉 wirkt, werden S+ und S− (aus Gleichung 2.3) in a+ und a− umbenannt.
In dieser Darstellung ergibt sich die Matrix Aa für das NOT zu

Aa = a+ + a− =

(
0 1
0 0

)
+

(
0 0
1 0

)
=

(
0 1
1 0

)
.

Da der Operator Aa unitär ist, d.h. A†
aAa = 1I gilt, liegt mit NOT ein reversibles

Element vor.
In der gleichen Weise erhält man die Matrix Aa,b in der Zwei-Teilchen-Basis für das
CONTROLLED NOT:

Aa,b = a−a+(b+ + b−) + a+a− =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


 .

Im ersten Term a−a+(b+ + b−) wird durch a−a+ überprüft ob |a〉 = |1〉 gilt. Wenn
dies der Fall ist, führt b+ + b− das NOT auf |b〉 aus. Der zweite Term a+a− liest aus,
ob |a〉 = |0〉 gilt und wendet dann auf |b〉 die Identität an. Die Matrix Aa,b kann
auch über die Vorschrift

Aa,b = 1I + a−a+(b+ + b− − 1I)

erhalten werden. Dabei bewirkt die Einheitsmatrix keine Veränderung der Werte
der Eingangsleitungen. Für den Fall, daß |a〉 = |1〉 gilt, wird dies korrigiert, indem
ein NOT ausgeführt wird, anstatt |b〉 unverändert zu lassen. Dieser Operator ist
ebenfalls unitär, so daß das CONTROLLED NOT auch ein reversibles Element ist.

Der Operator Aab,c für das CONTROLLED CONTROLLED NOT ist von der Ge-
stalt

Aab,c = a−a+b−b+(c+ + c−) + a−a+b−b+

= 1I + a−a+b−b+(c+ + c− − 1I)

=




1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0




.

Auch hier gilt die Unitarität von Aab,c und die daraus folgende Reversibilität des
CONTROLLED CONTROLLED NOTs.
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Das Gatter des FULLADDERs besteht aus fünf Operationen und somit erhält man
die Matrix M aus dem Produkt der einzelnen Operatoren der notwendigen Opera-
tionen 2:

M = Aa,bAb,cAbc,dAa,bAab,d.

Da diese Matrix aus einem Produkt einzelner unitärer Matrizen besteht, gilt die
Unitaritätsbedingung. M ist somit eine reversible Operation, und M † führt |ψout〉 in
|ψin〉 über. Zu beachten ist hier, daß man die Anwendung der einzelnen Operatio-
nen in der Matrixschreibweise von rechts nach links ausliest, im Gegensatz zu den
schematischen Darstellungen wie in Abbildung (3.5).
Verallgemeinert stellt sich folgendes Problem: Sei A1, A2, A3, . . . , Ak eine Folge von
Operatoren, die auf n Leitungen wirken. Die notwendige 2n × 2n-Matrix M , für die
|ψout〉 = M |ψin〉 gilt, ist das Produkt M = Ak · · ·A3A2A1. Wie implementiert man
M experimentell?
In der Quantenmechanik ist der Zustand zum Zeitpunkt t in einem System mit
Hamiltonoperator H gegeben durch e−

i
~Htψin, mit dem Anfangszustand ψin. Die

Schwierigkeit besteht darin, für eine gegebene Zeit t den Hamiltonoperator H zu
finden, der M = e−

i
~Ht erzeugt, wenn M ein solches Produkt von nichtvertauschba-

ren Matrizen ist. Die Entwicklung von e−
i
~Ht lautet

e−
i
~Ht =

n∑

l=0

(
− i

~
Ht

)l

· 1

l!
= 1− i

Ht

~
− H2t2

2~2
+ i

H3t3

6~3
+

H4t4

24~4
− . . . .

Es wird deutlich, daß H beliebig oft wirkt und so der Gesamtzustand als Superposi-
tion dieser Möglichkeiten gegeben ist. Dies führt zu dem Ansatz, die Matrix M der
einzelnen Operatoren A zu finden. Man addiert zu dem Rechenregister, das aus n
Zweizustandssystemen besteht, eine völlig neue Folge von k + 1 Zweizustandssyste-
men, das Zählregister. Seien S+i

und S−i
der Aufsteige- und Absteigeoperator für

die Stelle i im Zählregister mit 0 ≤ i ≤ k. Wenn die Stelle i besetzt ist, lautet der
zugehörige Zustand |1〉, wenn die Stelle unbesetzt ist, |0〉. Der Hamiltonoperator H
ergibt sich zu

H =
k−1∑
i=0

S+i+1
S−i

Ai+1 + hermitesch konjugiert

= S+1S−0A1 + S+2S−1A2 + S+3S−2A3 + . . . + S+k
S−k−1

Ak

+ S+0S−1A
†
1 + S+1S−2A

†
2 + S+2S−3A

†
3 + . . . + S+k−1

S−k
A†

k.

Unter Berücksichtigung dieser Entwicklung betrachtet man den Fall, daß sich ein
Zweizustandssystem im Zustand |1〉, die restlichen Zweizustandssysteme im Zustand
|0〉 befinden. Dann bleibt auch nach der Anwendung des Hamiltonoperators H nur
ein Zustand besetzt. Die Anzahl der besetzten Zustände ist eine erhaltene Größe,

2Mit Aa,b ≡ Aa,b ⊗ 1Ic : C8 → C8
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da der Besetzungszahloperator N mit dem Hamiltonoperator kommutiert (Beweis
siehe Anhang A). Da sich während einer herkömmlichen Operation nie zwei oder
mehr Zweizustandssysteme im Zustand |1〉 befinden, nimmt man im folgenden an,
daß in der Operation des Computers immer nur eine Zählregisterstelle besetzt ist.
Der Anfangszustand des Systems aus Rechen- und Zählregister sei von der Gestalt,
daß sich das Rechenregister in |ψin〉 befindet und die Zählregisterstelle i = 0 be-
setzt ist, alle anderen Stellen aber unbesetzt sind, also |1〉|0〉 . . . |0〉. Wenn sich nach
einiger Zeit die Stelle k des Zählregisters im Zustand |1〉 befindet und damit alle
anderen im Zustand |0〉, liegt die Vermutung nahe, daß auf das Rechenregister der
Größe n die Matrix M = Ak · · ·A2A1 angewandt wurde. Dies bestätigt sich folgen-
dermaßen: Angenommen man startet mit einem beliebigen Anfangszustand |ψin〉
des Rechenregisters, und die Zählregisterstelle i = 0 ist besetzt. Dann ist der einzige
Term des Hamiltonoperators, der auf dieses System zunächst wirken kann, der erste
Term S+1S−0A1. Der Operator S−0 verwandelt die Zählregisterstelle i = 0 von einem
besetzten Zustand in einen unbesetzten. Der Operator S+1 hingegen verwandelt die
Zählregisterstelle i = 1 von einem unbesetzten Zustand in einen besetzten. Somit
verschiebt die Operation S+1S−0A1 den Zustand |1〉 von der Position i = 0 auf die
Position i = 1 des Zählregisters mit zusätzlicher Anwendung der Matrix A1: Hierbei
wirkt der Operator A1 nur auf das Rechenregister, so daß der Anfangszustand |ψin〉
mit A1 multipliziert wird. Wendet man den Hamiltonoperator wiederum auf das
so erhaltene System an, wirkt nur der zweite Term S+2S−1A2, der den besetzten
Zustand von i = 1 nach i = 2 verschiebt und die zusätzliche Multiplikation von A2

auf das Rechenregister ausführt. Somit wurde nun insgesamt die Operation A2A1

auf den Anfangszustand |ψin〉 dieses Registers angewandt. Auf diese Art verschiebt
sich nach Durchlaufen der ersten Zeile des Hamiltonoperators einerseits der besetzte
Zustand |1〉 von der Stelle i = 0 zu i = k im Zählregister, und andererseits werden
auf das Rechenregister der Größe n nacheinander die Operationen Ak . . . A2A1 ange-
wandt, die insgesamt die Operation M ergeben, wobei es gleichgültig ist wie dieser
Zustand erreicht wird:
Der Hamiltonoperator muß hermitesch sein und somit die transponiert komplex kon-
jugierten aller Operationen enthalten. Mit diesen Operationen kann man die bisher
ausgeübten rückgängig machen. Angenommen man befindet sich im Programm an
der Stelle i = 2 des Zählregisters, an der auf das Rechenregister die Operation A2A1

ausgeführt wurde. Durch den Term S+1S−2A
†
2 wird der besetzte Zustand von i = 2

nach i = 1 verschoben, und auf das Rechenregister wird die Operation A†
2A2A1 aus-

geübt. Da A†
2A2 = 1I gilt, wirkt also nur noch A1 auf |ψin〉. Somit kann man sich

durch Anwendung der einzelnen Terme des Hamiltonoperators sowohl vorwärts als
auch rückwärts durch das Programm bewegen. Befindet man sich z.B. an der Stelle
i = j, haben die Matrizen A1 bis Aj auf das Rechenregister gewirkt. Dabei macht
es keinen Unterschied, ob man auf direktem Wege bis zur Stelle i = j gelangt ist,
oder ob man bis dorthin sowohl vorwärts als auch rückwärts operiert hat.
Auf diese Weise wurde von Feynman argumentiert, daß die Gesetze der Quanten-
mechanik zur Realisierung eines Computers benutzt werden können.
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3.2 Vergleich klassischer Computer und Quanten-

computer

Ein universeller klassischer Rechner besteht aus einem Register, das beliebig (aber
endlich) viele Bits enthält. Ein Bit an Information entspricht einer Entscheidung
zwischen zwei Möglichkeiten wie ja oder nein, 1 oder 0, wahr oder falsch. In einem
Digitalrechner ist ein Bit an Information beispielsweise die Ladung zwischen zwei
Platten eines Kondensators: Ein geladener Kondensator bezeichnet eine 1, ein ent-
ladener Kondensator eine 0. Ein weiteres Merkmal des klassischen Computers ist
das Programm, das aus einer frei wählbaren und teilweise auch wiederholten Ab-
folge logischer Verknüpfungen (auch Gatter genannt) besteht, die auf die Bits des
Registers wirken. Üblicherweise wählt man als elementare Operationen die aus der
mathematischen Logik bekannten Verknüpfungen AND, OR und NOT. Alle denk-
baren logischen Operationen unterteilt man (im algebraischen Sinne) in lineare und
nichtlineare Operationen. Zu den linearen Operationen gehört beispielsweise das
Umklappen eines Bits, äquivalent zu der logischen Operation NOT: Aus wahr wird
falsch und umgekehrt. Dagegen ist die Operation AND nichtlinear, da das Ausgangs-
bit nur dann 1 wird, wenn beide Eingangsbits 1 sind, und in den sonstigen Fällen zu
0 wird. Ein klassischer Rechner kann jede arithmetische Aufgabe bewältigen, wenn
er über eine geeignete Auswahl an linearen und nichtlinearen Gattern verfügt.
Der Quantencomputer ist wie ein Gedankenexperiment ein theoretisches Konstrukt
mit der Aufgabe, den Quanteninformationsprozeß formal zu analysieren. Ein Quan-
tencomputer funktioniert nun, indem er die gewohnten quantenmechanischen Ni-
veauzustände abbildet. Eine Aufreihung von Wasserstoffatomen kann im Prinzip
ebensogut Bits speichern wie eine Reihe von Kondensatoren. Ein Wasserstoffatom
im energetischen Grundzustand würde z.B. einer 0 (im folgenden |0〉) entsprechen
und eines im angeregten Zustand einer 1 (|1〉).3 Ein Spin-1

2
-System, z.B. das ei-

nes Elektrons, kann ebenfalls zur Speicherung von Bits benutzt werden: Spin up
repräsentiert den Zustand |1〉 und spin down den Zustand |0〉. Zusätzlich können
Elektronen aber auch jeden Zustand annehmen, der einer Überlagerung – auch Su-
perposition – α|0〉+ β|1〉 mit |α|2 + |β|2 = 1 entspricht. Im Kontext der Quantenin-
formationsverarbeitung nennt man die Zustände eines Zweiniveausystems dann auch
gerne Qubits. Da aber Speichern nicht ausreichend ist, muß es möglich sein, Infor-
mation in das System einzubringen und sie zu verarbeiten. Das bedeutet, aus den
vorhandenen Bits durch logische Verknüpfungen neue zu gewinnen und wieder aus
dem System herauszuholen, also lesen, rechnen und schreiben. Der amerikanische
Physiker Isidor Isaac Rabi (1898-1988) fand als erster eine Lösung für das Problem,
Information einzubringen: ’Ein Wasserstoffatom befinde sich in seinem Grundzu-
stand mit der Energie E0. Um eine Null einzuschreiben, tue man gar nichts. Um
eine Eins einzuschreiben, müsse man das Atom auf einen Zustand höherer Energie
E1 anregen. Dazu bestrahle man es mit Laserlicht aus Photonen, deren Energie ge-

3Die anderen Anregungszustände sollen hierbei keine Rolle spielen.
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nau gleich der Differenz von E1 und E0 ist. Ein Laserpuls mit der richtigen Dauer
werde das Atom vom Grundzustand in den angeregten Zustand versetzten. Wenn es
aber schon im angeregten Zustand sei, werde es auf denselben Laserpuls hin ein Pho-
ton emittieren und in den Grundzustand zurückkehren’ (siehe auch [77]). Das Bit
wird also gewissermaßen umgeklappt: aus |0〉 wird |1〉 und umgekehrt (In der Infor-
matik heißt die entsprechende Schaltung ein Flip-Flop). Das Auslesen von Bits aus
einem Quantensystem funktioniert ähnlich wie das Schreiben, und vom Schreiben
und Lesen ist es nur noch ein kleiner Schritt zum Rechnen.

3.3 Quanteninformationsverarbeitung

Im idealen Fall besteht die Quanteninformationsverarbeitung aus einer Sequenz von
unitären Operationen auf Registerzuständen, die aber möglicherweise durch Meß-
und Ausleseprozesse unterbrochen und gesteuert werden können [1, 5, 87]. Ein Quan-
tencomputer besteht letztlich aus einem endlich großen Quantenregister, also einer
endlichen Anzahl N von Qubits. Wesentlich ist, daß das Quantenregister nicht nur
in einem seiner 2N Basiszustände vorliegen kann, wie z.B. |0〉|1〉|0〉 oder |1〉|0〉|1〉 für
N = 3, also Tensorprodukte von Qubits, sondern auch in einer beliebigen Linearkom-
bination dieser Zustände, d.h. in verschränkten Zuständen wie α|0〉|1〉|0〉+β|1〉|0〉|1〉
mit |α|2 + |β|2 = 1. Es gibt also für jeden dieser Zustände einen komplexen Koef-
fizienten, in Summe also 2N Koeffizienten, deren Summe der Betragsquadrate im-
mer 1 ergibt. Da das Quantenregister in gewissem Sinne gleichzeitig in allen sei-
ner möglichen Zustände sein kann, können bestimmte Informationsverarbeitungen
“in hohem Maße” parallel stattfinden. Dies ist das besondere Potential der Quan-
teninformationsverarbeitung. Sie findet wie beim klassischen Computer in Gattern
statt. Diese Gatter haben die gleiche Anzahl von Inputs und Outputs, wobei je-
de Leitung hier ein Qubit repräsentiert. Die zur Quanteninformationsverarbeitung
benötigten Operationen sind im einfachsten Fall sogenannte Ein-Qubit- und Zwei-
Qubitoperationen, die unitäre Operationen mit einzelnen Qubits bzw. Paaren von
Qubits (z.B. das CONTROLLED NOT) bezeichnen. Man kann zeigen, daß sich je-
de Rechenoperation in eine Folge, d.h. in ein logisches Netzwerk von Operationen
eines CONTROLLED NOTs zusammen mit allgemeinen unitären Rotationen eines
einzelnen Qubits zerlegen läßt [93]. Die unitäre Ein-Qubittransformation entspricht
einer unitären 2× 2-Matrix der allgemeinen Form

U(α, β, γ, θ) =

(
ei(α+β

2
+ γ

2
) cos( θ

2
) ei(α+β

2
− γ

2
) sin( θ

2
)

−ei(α−β
2
+ γ

2
) sin( θ

2
) ei(α−β

2
− γ

2
) cos( θ

2
)

)
mit α, β, γ ∈ [0, 2π]

und θ ∈ [0, π].

Beispiele für Ein-Qubitoperationen sind die Hadamartransformation und die Pha-
senverschiebung. Für α = 3π

2
, β = π, γ = 0 und θ = π

2
erhält man die Hadamar-
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transformation H:

U(
3π

2
, π, 0,

π

2
) =: H =

1√
2

(
1 1
1 −1

)
. (3.1)

Betrachtet man die Zustände

|0〉 =

(
1
0

)
, |1〉 =

(
0
1

)
,

so bewirkt die Hadamartransformation folgendes:

H|0〉 =
1√
2

(
1 1
1 −1

)(
1
0

)

=
1√
2

(|0〉+ |1〉)

und

H|1〉 =
1√
2

(
1 1
1 −1

)(
0
1

)

=
1√
2

(|0〉 − |1〉) .

Für α = 5π
4

, β = 3π
2

, γ = 0 und θ = 0 erhält man eine weitere wichtige Ein-
Qubittransformation, die Phasenverschiebung:

U(
5π

4
,
3π

2
, 0, 0) =: P =

(
1 0
0 i

)
.

Betrachtet man wiederum die Zustände |0〉, |1〉 dann bewirkt die Phasenverschiebung
folgendes:

P |0〉 =

(
1 0
0 i

)(
1
0

)

= |0〉
und

P |1〉 =

(
1 0
0 i

)(
0
1

)

= i|1〉 = ei π
2 |1〉.

Als elementare Zwei-Qubitoperation ist das schon bekannte CONTROLLED NOT
(siehe Abbildung 3.2)

CONTROLLED NOT =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
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zu nennen.
Eine weitere, für einen später angesprochenen Quantenalgorithmus grundlegende
Zwei-Qubitoperation ist die Phasenveränderung, wenn der Zustand |1〉|1〉 vorliegt:

Sjk =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 eiϕ


 (3.2)

Alle für die quantenmechanische Informationsverarbeitung relevanten Transforma-
tionen lassen sich aus der Hadamartransformation, der Phasenverschiebung und dem
CONTROLLED NOT zusammensetzen [38].

3.4 Quantenfehlerkorrektur

In den bisherigen Ausführungen wurde davon ausgegangen, daß man Quantengatte-
roperationen völlig fehlerfrei ausführen kann. Das ist in der Realität allerdings nicht
der Fall. Da die Informationsträger den Gesetzen der Quantenmechanik unterliegen,
ist das Problem der Quanteninformationsverarbeitung eng mit dem Problem der
Dekohärenz verbunden. Die unitäre Zeitentwicklung ist nur in vollständig isolierten
Systemen gewährleistet. Jedes reale System ist jedoch, wenn auch nur schwach, an
Freiheitsgrade seiner Umgebung gekoppelt, und die unkontrollierte Wechselwirkung
der Informationsträger mit der Umgebung verursacht eine Dekohärenz im Zustands-
raum der Qubits. Quantenmechanische Verschränkung und Superpositionszustände
werden dadurch empfindlich gestört, was die Anzahl der ausführbaren Operationen
begrenzt und die Realisierbarkeit von Quantenrechnern sehr schwierig gestaltet. Die
Quantenfehlerkorrektur wird daher zu einem wesentlichen Bestandteil eines realen
Quantencomputers.
Klassische Rechner sind recht tolerant gegenüber ungewollten äußeren Einflüssen,
da jedes Bit z.B. mit Hilfe einer makroskopischen Anzahl von Elektronen gespei-
chert wird. Im Prinzip kann ein solches Bit mit Hilfe einer ziemlich starken – und
deshalb sehr unwahrscheinlichen – Wechselwirkung mit der Umgebung spontan um-
springen. Quantencomputer speichern dagegen die Information in quantenmechani-
schen Zweizustandssystemen (siehe Kapitel 3.2). In diesem Fall reichen Stöße oder
schon eine viel schwächere Wechselwirkung mit der Umgebung aus, um ein Qubit
umspringen zu lassen. Wenn man etwa zur Informationsspeicherung zwei Zustände
eines Ions benutzt, so kann der angeregte Zustand ungewollt durch die spontane
Emission eines Photons zerfallen. Außerdem können in Quantencomputern nicht
nur Bitaustausche als Fehler auftreten, sondern auch Phasenfehler. Auf den ersten
Blick scheinen daher reale Quantencomputer selbst bei einer sehr optimistischen
Abschätzung der Fehlerquellen um viele Zehnerpotenzen von den Anforderungen
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entfernt zu sein, die man brauchen würde, um etwa eine Zahl mittels des Shor–
Algorithmus (siehe Kapitel 4.2) zu faktorisieren. Der Lösung dieses Problems kam
man in jüngster Zeit einen entscheidenden Schritt näher, was zur Hoffnung An-
laß gibt, daß die prinzipielle Realisierung des Quantencomputers durchaus möglich
ist. Es wurden Fehlerkorrekturmethoden gefunden, die Quantenrechner gegenüber
ungewollten äußeren Einflüssen sehr viel unanfälliger machen. Insbesondere wurde
gezeigt, daß man im Prinzip beliebig lange Rechnungen verläßlich auf einem Quan-
tencomputer ausführen kann, solange die einzelnen Quantengatteroperationen mit
einer gewissen Mindestgenauigkeit ausgeführt werden. Dies ist insofern bemerkens-
wert, als daß jede Fehlerkorrekturmethode die Anzahl der Operationen, die Zahl
der benötigten Qubits und somit auch die Fehleranfälligkeit erheblich erhöht. Die
Lösung dieses Problems liegt in der wiederholten Anwendung der Fehlerkorrektur.
Erste Abschätzungen der erforderlichen Mindestgenauigkeit zeigen, daß sie bei ei-
nem Fehler in 106 Operationen liegt.
Im folgenden soll ein kleiner Einblick in die Funktionsweise solcher Fehlerkorrektur-
methoden vermittelt werden. Diese Methoden bauen auf den klassischen Konzepten
der Fehlerkorrektur auf. Die zugrundeliegende Idee ist, in die Speicherung der In-
formation in den Qubits eine gewisse Redundanz einzubauen. Zum Beispiel kann
man ein Qubit an Information in drei realen Qubits kodieren, indem man festlegt,
daß die |0〉 durch |0〉|0〉|0〉 dargestellt wird und die |1〉 durch |1〉|1〉|1〉. Nimmt man
an, daß in einem der drei Qubits ein Bitflip als Fehler auftritt, hat man trotzdem
noch genug Information, um den Fehler zu finden und zu beheben. Jeder mögliche
Bitflipfehler hat ein ihm eigenes Fehlersyndrom:

1. & 2. Qubit 2. & 3. Qubit Qubits Fehler
gleich gleich |x〉|x〉|x〉 keiner
verschieden gleich |x̄〉|x〉|x〉 Flip im ersten Qubit
verschieden verschieden |x〉|x̄〉|x〉 Flip im zweiten Qubit
gleich verschieden |x〉|x〉|x̄〉 Flip im dritten Qubit

Zum Beispiel liegt kein Fehler vor, wenn sowohl die ersten zwei als auch die letzten
zwei Qubits gleich sind. Wenn die ersten zwei Qubits in unterschiedlichen Zuständen
sind, die letzten zwei aber in demselben Zustand, so ist ein Flipfehler im ersten
Qubit aufgetreten, usw. Da diese Information in den drei Qubits gespeichert ist,
kann man durch einen geeigneten Satz von Quantengattern den Fehler detektieren
und rückgängig machen. Wichtig ist, nur die (Un)gleichheit von Qubits zu messen,
nicht die Qubits selbst, da dann Information zerstört würde. Die in der folgenden
Abbildung (3.6) dargestellte Operation leistet das Gewünschte: Sind die Qubits |x〉
und |y〉 gleich, wechselt das Hilfsqubit, welches zunächst auf |0〉 gesetzt ist, kein-
oder zweimal den Zustand und bleibt so am Ende im Zustand |0〉. Sind |x〉 und |y〉
verschieden, so liegt dann das Hilfsqubit am Ende im Zustand |1〉 vor.
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|x〉

|y〉

|z〉

|x〉

|y〉

|0〉

x y 0 x y z
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 1
1 1 0 1 1 0

Abbildung 3.6: Messung von Qubits auf Fehler

Mit einer ähnlichen Methode können auch Phasenfehler behandelt werden. Dazu
nutzt man die Tatsache aus, daß ein Phasenfehler durch Anwendung der Hadamar-
transformation zu einem Bitflipfehler wird (siehe dazu [68, 69, 75]).
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Kapitel 4

Quantenalgorithmen

Die Erweiterung des Informationsbegriffes erlaubt es, neue Algorithmen, sogenann-
te Quantenalgorithmen, zu entwickeln. Die Möglichkeit, durch quantenmechanische
Überlagerung verschiedene Registerzustände quasi gleichzeitig zu verarbeiten, wird
Quantenparallelismus genannt und verspricht, gewisse mathematische Probleme auf
einem Quantencomputer effizienter zu lösen, als dies mit einem klassischen Computer
möglich ist. Die Anforderungen an die Präzision, mit der die Gatteroperationen rea-
lisiert werden müssen, um beliebige Quantenalgorithmen implementieren zu können,
sind allerdings sehr hoch. Die Theorie des fehlertoleranten Quantenrechnens liefert
einen Wert in der Größenordnung von 10−6 als relative Ungenauigkeit pro Rechen-
schritt bzw. Gatteroperation [87]. Mit anderen Worten, von 1000000 Operationen
darf höchstens eine Operation fehlerhaft sein, damit der Quantencomputer noch
funktioniert.
Um die neuen Kapazitäten des Quantencomputers zu verstehen, betrachte man die
in diesem Kapitel zusammengestellten Quantenalgorithmen. Ein einfaches Beispiel
ist der Deutsch–Algorithmus, an dem deutlich wird, daß Quantencomputer Proble-
me lösen können, vor denen klassische Computer kapitulieren. Außerdem kann man
an diesem Beispiel schon ein wesentliches Charakteristikum komplizierter Quan-
tenalgorithmen – den Quantenparallelismus – ablesen. Das zweite Beispiel ist der
Shor–Algorithmus, der der Faktorisierung von großen Zahlen dient. Dieser kann als
einer der wichtigsten bisher ausgearbeiteten Algorithmen angesehen werden.

4.1 Der Deutsch–Algorithmus

Man stelle sich vor, man habe eine “Blackbox”, die eine binäre Funktion

f : {0, 1} → {0, 1} (4.1)

berechnet, die also ein Bit x in ein einzelnes Bit y := f(x) verwandelt. Nimmt man
an, daß die Berechnung 24 Stunden dauert, dann müssen die Vorgänge in der Box
dementsprechend recht kompliziert sein. Es gibt vier Möglichkeiten, weil jeder der



32 4. Quantenalgorithmen

beiden Funktionswerte f(0) und f(1) einen der möglichen Werte 0 oder 1 anneh-
men kann, und man möchte wissen, was die Box berechnet. Nun benötigt man das
Resultat aber in 24 Stunden. Es sei angenommen, daß es reichen würde zu wissen,
ob f(x) konstant ist, also f(0) = f(1), oder nicht konstant ist, also f(0) 6= f(1).
Ein klassischer Computer müßte f(0) und f(1) berechnen und dann die Ergebnis-
se vergleichen. Dies würde für beide Funktionswerte f(0) und f(1) insgesamt 48
Stunden dauern. Der Quantencomputer hingegen benötigt nur eine Messung, was
im folgenden dargestellt werden soll.
Angenommen die “Blackbox” berechnet f(x) und der Computer ist so program-
miert, daß er auf den Produktbasiszuständen |x〉|y〉 mit x, y ∈ {0, 1} die Operation

U(|x〉|y〉) = |x〉|y ⊕ f(x)〉 mit x, y ∈ {0, 1} (4.2)

ausführt. Dabei bezeichnet ⊕ die binäre Addition (mod 2) – auch XOR –, d.h.

⊕ 0 1
0 0 1
1 1 0

.

Die Operation bedeutet in Worten, daß die Maschine das zweite Qubit verändert,
wenn f auf das erste Qubit 1 ergibt und daß die Maschine gar nichts macht, wenn
f auf das erste Qubit 0 ergibt.
Die Blackbox muß zwei Eingänge haben, um die Reversibilität sicherzustellen. Man
kann sich vorstellen, daß das Qubit |x〉 die Eingabe des Quantencomputers ist,
während das zweite Qubit |y〉 einen Funktionswert darstellt. Wenn man mit die-
ser Blackbox den Funktionswert f(x) berechnen möchte, kann man beispielsweise
die beiden Qubits zunächst in dem Zustand |x〉|y〉 = |x〉|0〉 präparieren. Dieser Zu-
stand wird durch die Blackbox auf |x〉|f(x)〉 abgebildet. Der Funktionswert kann
nun durch Messung des zweiten Qubits bestimmt werden.
Die Quantenmechanik erlaubt es aber auch, als Eingangszustand einen Überlage-
rungszustand der beiden Qubits |x〉 = |0〉+|1〉√

2
und |y〉 = |0〉−|1〉√

2
zu wählen. Dies ist

der Schlüssel zur Lösung von Deutschs Problem. Man präpariert die Qubits also
anfangs in dem Zustand

|ψin〉 := |x〉|y〉 =

( |0〉+ |1〉√
2

)( |0〉 − |1〉√
2

)
. (4.3)

Hier wird schon das große Potential deutlich, das in den überlagerten Zuständen
steckt. Wendet man die Blackbox auf diesen Zustand an, so rechnet man gleich-
zeitig für beide möglichen x-Werte, da beide in dem Zustand enthalten sind. Nach
Anwendung von U auf |ψin〉, erhält man

|ψout〉 := U |ψin〉
= U

( |0〉+ |1〉√
2

)( |0〉 − |1〉√
2

)
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=
1

2
U (|0〉|0〉 − |0〉|1〉+ |1〉|0〉 − |1〉|1〉)

=
1

2
(|0〉|0 + f(0)〉 − |0〉|1 + f(0)〉

+|1〉|0 + f(1)〉 − |1〉|1 + f(1)〉).
Nun sei für z ∈ {0, 1}, 1 + z = z̄, wobei 1̄ = 0 und 0̄ = 1. Mit folgender Tabelle

⊕ f(0) f(1)
0 f(0) f(1)

1 f(0) f(1)

erhält man

|ψout〉 =
1

2
(|0〉|f(0)〉 − |0〉|f0)〉+ |1〉|f(1)〉 − |1〉|f(1)〉)

=
1√
2

[
|0〉

(
|f(0)〉 − |f(0)〉√

2

)
+ |1〉

(
|f(1)〉 − |f(1)〉√

2

)]
. (4.4)

Wie erwartet kommen in diesem Zustand die Funktionswerte sowohl für x = 0 als
auch für x = 1 vor. Diese Eigenschaft wird als Quantenparallelismus bezeichnet.
Durch eine Messung kann man allerdings nicht beide Funktionswerte explizit be-
stimmen: Sobald man das erste Qubit mißt und dies z.B. den Wert 1 ergibt, enthält
das zweite Qubit nur noch Information über den Funktionswert f(1). Die Frage nach
der Konstanz der Funktion kann dennoch in einem Schritt beantwortet werden; dazu
betrachte man folgende Fallunterscheidung:

(1) f konstant ⇔ f(0) = f(1)

⇒ |ψout〉 =

( |0〉+ |1〉√
2

) (
|f(0)〉 − |f(0)〉√

2

)
. (4.5)

(2) f nicht konstant ⇔ f(0) 6= f(1)

⇔ f(1) = f(0), f(1) = f(0)

⇒ |ψout〉 =

( |0〉 − |1〉√
2

) (
|f(0)〉 − |f(0)〉√

2

)
. (4.6)

Also gilt:

|ψout〉 =

( |0〉 ± |1〉√
2

) (
|f(0)〉 − |f(0)〉√

2

)
. (4.7)

Daran erkennt man, daß der Zustand des ersten Qubits davon abhängt, ob die
Funktion konstant ist (“+”) oder nicht (“−”). Folglich muß man nur noch messen,
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in welchem dieser beiden Zustände sich das erste Qubit befindet, um die Frage nach
der Konstanz der Funktion beantworten zu können, d.h. die Blackbox wird nur
einmal durchlaufen.
Konkret kann man durch Anwenden der Hadamartransformation die beiden in |ψout〉
enthaltenen orthogonalen Zustände unterscheiden:

|0〉 → |0〉+ |1〉√
2

(4.8)

|1〉 → |0〉 − |1〉√
2

. (4.9)

Man erhält also den Zustand |0〉 für eine konstante Funktion und |1〉 für nicht kon-
stantes f .
Verallgemeinert läßt sich folgendes festhalten: Mit Hilfe des Quantenparallelismus ist
es zwar nicht möglich alle Funktionswerte gleichzeitig auszuwerten, gewisse globale
Eigenschaften der Funktion sind aber doch effektiver bestimmbar als mit klassischen
Algorithmen. Dies ist ein Merkmal für Quantenalgorithmen. So beruht der wesent-
liche Schritt im später (Kapitel 4.2) noch behandelten Quanten–Shor–Algorithmus
darauf, die Periode einer Funktion zu finden. Dafür wird wiederum der Quantenpa-
rallelismus verwendet, indem man eine diskrete Fouriertransformierte berechnet, von
der die Periode mehr oder weniger direkt abgelesen werden kann. Die diskrete Fou-
riertransformierte wird als Überlagerung aller möglichen Verschiebungen der Funkti-
on mit verschiedenen Phasen quantenparallel berechnet. Der Deutsch–Algorithmus
berechnet für einen besonders einfachen Fall ebenfalls die Periode einer Funktion.

4.2 Der Shor–Algorithmus

Bereits vor Euklid (um 300 v. Chr.) war die Existenz einer Zerlegung jeder Zahl
N ∈ N in ein Produkt von Primzahlen bekannt, aber die erste klare Formulie-
rung mit Beweis scheint von C. F. Gauß (1777-1855) in den “Disquistiones Arith-
meticae” (Art. 16) gegeben worden zu sein. Jedoch mangelt es bis in die heuti-
ge Zeit an einem effizienten Verfahren, diese Zerlegung zu finden. Erst um 1970,
als die Anwendung von Paradigmen der theoretischen Informatik auf die Zahlen-
theorie vollzogen wurden, erfolgte der entscheidende Durchbruch, da diese Ver-
knüpfung erstmalig zu einer höheren Effizienz bei den Faktorisierungsalgorithmen
führte. Der effizienteste klassische Algorithmus, der heute bekannt ist, ist der von
Lenstra und Lenstra [51, 52], der eine zum Input exponentielle Laufzeit benötigt

(∼ exp(c(log(N))
1
3 (log(log(N))

2
3 )) für c = konstant). Der sehr hohe zeitliche Auf-

wand für die Faktorisierung von Zahlen und eine nicht erkennbare Aussicht auf
effizientere Algorithmen führten schließlich zur Anwendung bei Verschlüsselungssy-
stemen (z.B. der RSA-Algorithmus [2]).
1994 fand Peter Shor einen Algorithmus [22, 23, 32, 57, 75, 82, 83, 84], der es mit
Hilfe des Quantencomputers möglich macht, eine Zahl N in polynomialer Zeit zu
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faktorisieren. Diese Methode hatte so große Auswirkungen auf die wissenschaftlichen
Bereiche der Mathematik, Physik und Informatik, daß ein breites Interesse an dem
Quantencomputer entstand.
Den meisten Faktorisierungsalgorithmen, einschließlich dem von Shor, liegt eine
Standardreduktion des Faktorisierungsproblems auf das Problem, die Periode ei-
ner Funktion zu finden, zugrunde. Shor benutzt dazu den Quantenparallelismus,
um eine Superposition aller Werte einer Funktion in einem Schritt zu erhalten, was
bedeutet, daß er die diskrete Fouriertransformation einer Funktion berechnet, die
wie klassische Fouriertransformationen alle Amplituden der Funktion in Vielfache
der Reziproken der Periode umwandelt. Bei Wiederholung liefert die Messung des
Zustands mit gewünschter Wahrscheinlichkeit die Periode, was es ermöglicht, eine
Zahl N zu faktorisieren. Das Finden der Periode ist allerdings nicht ganz so einfach,
da die diskrete Fouriertransformation in den meisten Fällen nur approximative Wer-
te liefert. Die Techniken für das Erhalten der Periode sind jedoch klassisch.
Im folgenden soll der Shor–Algorithmus erläutert werden; um das Wesen des Algo-
rithmus zu beleuchten, wird mit dem Algorithmus, der sich rein auf zahlentheore-
tische Grundlagen stützt, begonnen. Im Anschluß daran wird der Quanten–Shor–
Algorithmus vorgestellt.

4.2.1 Der klassische Shor–Algorithmus

Mit Hilfe des Shor–Algorithmus kann man eine beliebige Zahl N in ihre Primfaktoren
zerlegen.
Zu einem gegebenen N wähle man eine dazu beliebige teilerfremde Zahl y, also
ggT(y,N) = 1 (ggT(y, N) steht für den größten gemeinsamen Teiler von y und N).
Nun muß die Periode oder auch Ordnung r der Funktion FN(a) = ya (mod N) ge-
funden werden. Dies bedeutet, daß man sich die Reste von ya bezüglich der Division
durch N anschauen muß. Beträgt das Ergebnis yr ≡ 1 (mod N) (siehe auch Anhang
B.1), so hat man die Periode r gefunden. Dies ist der Hauptbestandteil des Algorith-
mus, da dieser zu einer nichttrivialen Lösung x = yr/2 der quadratischen Gleichung
x2 ≡ 1 (mod N) mit den gesuchten Faktoren von N führt. Dazu sei zunächst der
Zusammenhang zwischen der quadratischen Gleichung x2 ≡ 1 (mod N) und der
Primfaktorzerlegung von N näher erläutert.
Betrachtet wird die quadratische Gleichung x2 ≡ 1 (mod N). Diese besitzt stets die
trivialen Lösungen x = ±1, die die einzigen Lösungen sind, sofern N eine ungerade
Primzahl ist. Dies wird wie folgt deutlich: Sei (Z /pZ , +, ·) ein Körper für alle Prim-
zahlen p, also der Restklassenkörper (mod p). In diesem Körper ist das multiplikativ
inverse Element eindeutig bestimmt und 1 das neutrale Element der Multiplikation.
Das bedeutet, daß mit der quadratischen Gleichung nach jenen x gesucht wird, die
zu sich selbst invers sind.

x2 ≡ 1 (mod p)
(x2 − 1) ≡ 0 (mod p)

(x− 1)(x + 1) ≡ 0 (mod p)
(4.10)



36 4. Quantenalgorithmen

In den Restklassenkörpern (mod p) sind [1]p und [p−1]p = [−1]p die einzigen selbstin-
versen Elemente (dabei bedeutet [a]p Restklasse (mod p)). Damit sind die trivialen
Lösungen x = 1 oder x = −1 die einzigen Lösungen der Gleichung (4.10). Dies ver-
anschaulicht auch das folgende Zahlenbeispiel: R5 = {[0], [1], [2], [3], [4]} (siehe auch
Anhang B.1)

+ [0] [1] [2] [3] [4]
[0] [0] [1] [2] [3] [4]
[1] [1] [2] [3] [4] [0]
[2] [2] [3] [4] [0] [1]
[3] [3] [4] [0] [1] [2]
[4] [4] [0] [1] [2] [3]

· [0] [1] [2] [3] [4]
[0] [0] [0] [0] [0] [0]
[1] [0] [1] [2] [3] [4]
[2] [0] [2] [4] [1] [3]
[3] [0] [3] [1] [4] [2]
[4] [0] [4] [3] [2] [1]

Wenn N aber zusammengesetzt ist, d.h. in Faktoren p, q ∈ N zerlegbar ist, existieren
noch zusätzlich sogenannte nichttriviale Lösungen x ≡ ±a (mod N). Sei N = n1 ·n2

mit ggT(n1, n2) = 1, dann gibt es folgende vier Sätze von Lösungen:

a)

{
x1 ≡ +1 (mod n1)
x1 ≡ +1 (mod n2)

b)

{
x2 ≡ −1 (mod n1)
x2 ≡ −1 (mod n2)

c)

{
x3 ≡ +1 (mod n1)
x3 ≡ −1 (mod n2)

d)

{
x4 ≡ −1 (mod n1)
x4 ≡ +1 (mod n2)

.

(4.11)

In allen Fällen gilt x2
i ≡ 1 (mod n1) und (mod n2) und damit erfüllt jedes xi auch

die Gleichung x2 ≡ 1 (mod N). Laut dem Chinesischen Restesatz (Anhang B.3)
hat jeder Satz eine eindeutige Lösung (mod N). Für die Fälle a) und b) erhält man
x1 ≡ 1 und x2 ≡ −1 (mod N), die trivialen Lösungen der Gleichung x2 ≡ 1 (mod N).
Für die Fälle c) und d) ergibt sich x3 ≡ a und x4 ≡ −a (mod N), ein Paar nichttri-
vialer Lösungen. Also gilt (a+1)(a−1) ≡ 0 (mod N) mit a±1 ungleich Null. Damit
ist N ein Teiler von (a + 1)(a− 1), aber kein Teiler von a± 1 (mit a± 1 ≤ N + 1).
Somit ist der ggT(N, a± 1) ein nichttrivialer Faktor von N (für a 6= ±1), der über
den Euklidischen Algorithmus (Anhang B.2) gefunden wird. Dieser letzte Schritt für
die Bestimmung der Faktoren von N ist in polynomialer Zeit durchführbar.
Das Erhalten von Lösungen mit Hilfe der vier Sätze von Gleichungen soll nun an-
hand eines Zahlenbeispiels vorgeführt werden: Es sei x2 ≡ 1 (mod 35). Dann ergeben
sich in Anlehnung an Gleichung (4.11) folgende Sätze:

a)

{
x1 ≡ +1 (mod 5)
x1 ≡ +1 (mod 7)

b)

{
x2 ≡ −1 (mod 5)
x2 ≡ −1 (mod 7)

c)

{
x3 ≡ +1 (mod 5)
x3 ≡ −1 (mod 7)

d)

{
x4 ≡ −1 (mod 5)
x4 ≡ +1 (mod 7)

.

Für die Fälle a) und b) ergeben sich wie erwartet die Lösungen x1 ≡ 1 und
x2 ≡ −1 (mod 35). Hingegen erhält man für c) x3 ≡ 6 (mod 35) bzw. für
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d) x4 ≡ 29 ≡ −6 (mod 35). Damit gilt (6 + 1)(6 − 1) ≡ 35 ≡ 0 (mod 35), bzw.
(−6 + 1)(−6 − 1) ≡ 35 ≡ 0 (mod 35), aber 35 ist weder Teiler von 6 noch von
−6. Damit hat man ein Paar nichttrivialer Lösungen der quadratischen Gleichung
x2 ≡ 1 (mod 35) gefunden.
Zusammenfassend bedeutet dies für den Shor–Algorithmus, daß man zu dem gewähl-
ten y mit ggT(N, y) = 1 zunächst die Ordnung r berechnet. Wenn r eine gerade
Zahl ist, setze man x = yr/2, eine nichttriviale Lösung der quadratischen Glei-
chung x2 ≡ 1 (mod N). Zum Schluß bleiben der ggT(x − 1, N) = p und der
ggT(x + 1, N) = q, die die jeweiligen Faktoren p und q von N = p · q ergeben,
zu berechnen.
Der beschriebene Algorithmus muß nicht zum Erfolg führen. Dies ist der Fall, wenn
das gewählte y eine ungerade Ordnung r besitzt, da dann nicht notwendig yr/2 ∈ N
gilt. Außerdem liefert das Verfahren keine verwendbare Lösung, wenn r gerade ist,
aber yr/2 eine triviale Lösung von x2 ≡ 1 (mod N) ist.
Nun soll der Shor–Algorithmus an einem konkreten Zahlenbeispiel vorgeführt wer-
den. Man betrachte die zu faktorisierende Zahl N = 21. Wähle y so, daß der
ggT(N, y) = 1 ist, d.h. y ∈ {2, 4, 5, 8, 10, 11, 13, 16, 17, 19, 20}. Hier sei y = 5 und die
zugehörige Ordnung von 5 (mod 21) erhält man aus

51 ≡ 5 (mod 21)
52 ≡ 4 (mod 21)
53 ≡ −1 (mod 21)
54 ≡ 16 (mod 21)
55 ≡ −4 (mod 21)
56 ≡ 1 (mod 21)

Damit ergibt sich r = 6. Da r gerade ist, gilt x = 56/2 = 53 ≡ −1 (mod 21). Dies
ist jedoch eine triviale Lösung der quadratischen Gleichung x2 ≡ 1 (mod 21). Somit
scheitert der Algorithmus.
Wähle nun y = 2. Die zugehörende Ordnung ist r = 6 und man erhält x = 8. Die
Faktoren von N = 21 ergeben sich aus

ggT(7, 21) : 21 = 3 · 7 + 0, also p=7
ggT(9, 21) : 21 = 2 · 9 + 3,

9 = 3 · 3 + 0, also q=3.

Die Zahl N = 21 läßt sich daher in 21 = 3 · 7 faktorisieren.

4.2.2 Die diskrete Fouriertransformation

Um den Quantenalgorithmus von Shor zur Faktorisierung einer Zahl N zu erläutern,
sei hier zunächst ein kleiner Überblick über die diskreten Fouriertransformatio-
nen im Zusammenhang mit unitären Transformationen gegeben. Eine allgemeine
Einführung zu den diskreten Fouriertransformationen befindet sich im Anhang (C.1).
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Die diskrete Fouriertransformation (mod q), im folgenden durch DFTq abgekürzt,
ist eine unitäre Transformation in q Dimensionen. Sie hat bezüglich einer gewählten
Basis |0〉, |1〉, . . . , |q − 1〉 die Form

DFTq|a〉 =
1√
q

q−1∑
c=0

e
i2πac

q |c〉. (4.12)

Insbesondere bedeutet dies, daß der Zustand |0〉 in eine gleichförmige Superposition
aller c (mod q) transformiert wird oder allgemeiner ausgedrückt, daß die DFTq eine
diskrete Fouriertransformation der Inputamplituden durchführt.
Für den Algorithmus muß man die DFTq für q ≈ N2 anwenden, wobei N die zu
faktorisierenden Zahl ist und q die Form q = 2L mit L ∈ N hat. In diesem Fall kann
der effiziente Quantenalgorithmus in Anlehnung an die Fast-Fouriertransformation
konstruiert und in Termen von unitären Operationen ausgedrückt werden, was nun
gezeigt werden soll. Im folgenden sei q = 2L und a eine Zahl, die in binärer Darstel-
lung von der Form |aL−1〉|aL−2〉 . . . |a0〉 ist. Um die DFT2L zu konstruieren, benötigt
man nur zwei grundlegende unitäre Operationen. Die eine ist die schon bekannte
Hadamartransformation (Gleichung (3.1)), die auf das j-te Qubit angewandt wird
und gegeben ist durch:

Hj =
1√
2

|0〉 |1〉(
1
1

1
−1

) |0〉
|1〉 . (4.13)

Die andere Operation führt eine Zwei-Bittransformation der Qubits in den Positio-
nen j und k, mit j < k durch, wenn sich diese im Zustand 1 befinden, unabhängig
von den Zuständen der anderen Qubits (vgl. Gleichung (3.2)):

Sjk =

|0〉|0〉 |0〉|1〉 |1〉|0〉 |1〉|1〉


1
0
0
0

0
1
0
0

0
0
1
0

0
0
0

eiθjk




|0〉|0〉
|0〉|1〉
|1〉|0〉
|1〉|1〉

(4.14)

mit θjk = π
2k−j . Die Matrix Hj wird wie in Gleichung (4.13) angedeutet in der |aj〉

Basis und die Matrix Sjk wie in Gleichung (4.14) angedeutet in der |aj〉|ak〉 Basis,
mit ai = 0, 1, dargestellt.
Um eine DFT2L auf |a〉 durchzuführen, muß man die folgende Operation L-mal
wiederholen. Man numeriert jeden Durchgang mit einem Index j, der von j = L− 1
auf j = 0 runterläuft. Für den ersten Durchgang setzt man j = L − 1 und wendet
Hj auf das Bit aL−1 an. Dann verringert man j um 1, also j = L − 2, und wendet
im zweiten Durchgang Sj,L−1Hj auf das Bit aL−2 an. Für jeden weiteren Durchgang
verringert man j um 1 und wendet Sj,j+1Sj,j+2 . . . Sj,L−1Hj an. Dies wird solange
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wiederholt, bis j = 0 ist und schließt mit der Operation H0 ab. So ergibt sich die
DFT2L in der Darstellung der unitären Transformationen allgemein zu:

(H0S0,1S0,2 . . . S0,L−2S0,L−1) . . . (HL−3SL−3,L−2SL−3,L−1)(HL−2SL−2,L−1)(HL−1).

(4.15)

Das bedeutet nun für einen Input der Größe L, daß L Operationen Hj und L(L−1)
2

Operationen Sj,k durchgeführt werden müssen, also insgesamt L(L+1)
2

elementare
Operationen für die gesamte DFT2L . Somit wächst die Durchführungszeit wie eine
quadratische Funktion mit der Inputgröße L; folglich ist dies im Vergleich zu Algo-
rithmen mit exponentiell anwachsendem Aufwand ein effizienter Algorithmus.
Wenn man die Folge (4.15) von Transformationen auf einen Zustand |a〉 anwendet,
so erhält man

DFTq|a〉 =
1√
q

q−1∑

b=0

e
i2πac

q |b〉, (4.16)

wobei |b〉 die umgekehrte Bitfolge von |c〉 hat, also |b〉 = |c〉. Also wird eine zusätz-
liche Operation benötigt, die entweder die Bits von |b〉 in umgekehrter Reihenfolge
anordnet, um |c〉 zu erhalten, oder das Register von |b〉 in umgekehrter Reihenfolge
liest. Dies ändert jedoch nichts an der Effizienz des Algorithmus, da beide Möglich-
keiten einfach umzusetzen sind. Nun soll gezeigt werden, daß die Operationen Hj

und Sj,k eine DFT2L bilden.
Dazu betrachte man den Übergang der Amplituden |a〉 = |aL−1〉 . . . |a0〉 zu
|b〉 = |bL−1〉 . . . |b0〉 = |c0〉 . . . |cL−1〉 = |c〉. Der Faktor 1√

2
der Hadamartransfor-

mation wird durch die L-malige Anwendung dieser Transformation zu einem Faktor
1√
q
, da q = 2L. Somit muß nun nur noch das Zustandekommen der Phase 2πac

q
in der

Summe (4.16) geklärt werden. Die Matrizen Sj,k lassen die Qubits selbst unverändert
und verändern lediglich deren Phase. Somit ergibt sich nur die Möglichkeit, das j-te
Bit von aj auf bj zu überführen, indem man die Hadamartransformation Hj anwen-
det. Durch den rechten unteren Eintrag in Gleichung (4.13) wird π zu der Phase
addiert, wenn beide Bits aj und bj den Wert 1 haben; für aj · bj 6= 1 bleibt alles
unverändert. Die Matrix Sj,k addiert zusätzlich noch π

2k−j zu der Phase, wenn aj und
bk beide 1 sind und ändert sonst nichts. Damit ergibt sich die Phasenverschiebung
von |a〉 nach |b〉 aus der Summe

∑

0≤j<l

πajbj +
∑

0≤j<k<l

π

2k−j
ajbk =

∑

0≤j≤k<l

π

2k−j
ajbk.

Da c die umgekehrte Bitreihenfolge von b hat, kann man diese Summe umschreiben
zu

∑

0≤j≤k<l

π

2k−j
ajcl−1−k.
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Nun ersetzt man l − k − 1 durch k und erhält

∑

0≤j+k<l

2π
2j2k

2l
ajck.

Dieses Ergebnis verändert sich nicht, wenn man die Summen über j und k beide
von 0 bis L−1 laufen läßt, da die zusätzlichen Terme nur Vielfache von 2π addieren
und die Phase so unverändert bleibt. Es ergibt sich

L−1∑

j,k=0

2π
2j2k

2l
ajck =

2π

2l

L−1∑
j=0

2jaj

L−1∑

k=0

2kck. (4.17)

Da q = 2L, a =
∑L−1

j=0 2jaj und das Entsprechende für c gilt, ist die Gleichung (4.17)
gleichbedeutend mit 2π ac

q
, was dem Phasenfaktor der Transformation aus (4.16)

entspricht.

4.2.3 Der Quantenalgorithmus von Shor

Theoretische Betrachtung des Quanten–Shor–Algorithmus

Im folgenden wird der Quantenalgorithmus von Shor beschrieben, der die Ordnung
r der Funktion ya (mod N) in polynomialer Zeit errechnet.
Man beginnt wiederum mit der zu faktorisierenden Zahl N und wählt dazu zunächst
eine Zahl q, die N2 ≤ q < 2N2 erfüllt, mit q = 2L. Nun wählt man ein y < N , mit
ggT(y, N) = 1 und beginnt mit einem L-Bit Register im Zustand |0〉, auf den eine
DFTq angewandt wird. Man erhält das Register

1√
q

q−1∑
a=0

|a〉. (4.18)

Als nächstes wird ya (mod N) berechnet (siehe dazu [3, 82, 92]) und das Ergebnis
im zweiten Register gespeichert, wodurch sich der Zustand

1√
q

q−1∑
a=0

|a〉|ya (mod N)〉. (4.19)

ergibt. Führt man eine Messung in dieser Basis durch, ist z mit z = yl (mod N)
ein mögliches Ergebnis. Mit der Periode r gilt dann yl = yl+jr (mod N), ∀j ∈ N.
Damit werden im ersten Register a Werte mit a = l, l + r, l + 2r, . . . , l + Ar ≤ q − 1
bestimmt, d.h., daß die Messung den Zustand

1√
q

q−1∑
a=0

|a〉 7−→ 1√
A + 1

A∑
j=0

|l + jr〉 = |Φl〉 (4.20)
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liefert. Ziel ist es, von diesem Zustand ausgehend, die Periode r zu erhalten, und
zwar mit einer Wahrscheinlichkeit in der Nähe von 1, wobei die Zahl der Messungen
um diese Signifikanz zu erreichen, nicht exponentiell mit der Größe von N wächst.
Das bedeutet, daß man den Wert von r mit einer endlichen, d.h. von Null verschie-
denen Wahrscheinlichkeit bestimmen möchte, wenn die obige Messung höchstens
poly(log(N))-mal wiederholt wird. Hierzu ist zu bemerken, daß wiederholte Messun-
gen wegen der Besonderheiten des quantenmechanischen Meßprozesses bei festem y
verschiedene Werte für l ergeben und damit auch |Φl〉 variiert.
Für das Finden der Ordnung r sei zunächst der vereinfachte Fall q

r
∈ N, wobei r

eine Zweierpotenz ist, betrachtet, um die prinzipielle Vorgehensweise und die An-
wendung der DFTq in diesem Zusammenhang zu verdeutlichen.
Allgemein gilt q

r
− l

r
−1 < A ≤ q

r
− l

r
, und damit erhält man für A die Bedingungen:

l = r : A =
q

r
− 1 (4.21)

l < r : A =
q

r
− 1. (4.22)

Damit ergibt sich der Zustand nach der Messung zu

|Φl〉 =

√
r

q

q
r
−1∑

j=0

|l + jr〉 =

q−1∑
a=0

q
r
−1∑

j=0

√
r

q
δa,l+jr|a〉 =

q−1∑
a=0

f(a)|a〉 (4.23)

mit

f(a) :=

q
r
−1∑

j=0

√
r

q
δa,l+jr. (4.24)

Auf diesen Zustand wendet man nun eine DFTq an. So erhält man

DFTq|Φl〉 = DFTq

q−1∑
a=0

f(a)|a〉

=

q−1∑
a=0

f(a) DFTq|a〉

Gl.(4.12)
=

q−1∑
a=0

f(a) · 1√
q

q−1∑
c=0

e
i2πac

q |c〉

Gl.(4.24)
=

q
r
−1∑

j=0

√
r

q
· 1√

q

q−1∑
c=0

e
i2π(l+jr)c

q |c〉

=

q−1∑
c=0

q
r
−1∑

j=0

√
r

q
e

i2π(l+jr)c
q |c〉
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=

q−1∑
c=0

f̃(c)|c〉.

(4.25)

wobei

f̃(c) =

q
r
−1∑

j=0

√
r

q
e

i2π(l+jr)c
q

=

√
r

q
e

i2πlc
q

q
r
−1∑

j=0

e
i2π(jrc)

q

︸ ︷︷ ︸
q
r
·δc,λ

q
r

mit λ∈N

=
1√
r
· e i2πlc

q · δc,λ q
r

(4.26)

ist, und somit

DFTq|Φl〉 =
1√
r

r−1∑

λ=0

e
i2πlλ

r |λq

r
〉.

(4.27)

Eine Messung auf diesen Zustand liefert ein c, für das λ q
r

= c ⇔ c
q

= λ
r

gilt. Wenn

ggT(λ, r) = 1 gilt, kann r bestimmt werden, da c und q bekannt sind.
Da λ zufällig gewählt wird, ist die Wahrscheinlichkeit, daß ggT(λ, r) = 1 gilt, für
große r größer als 1

log(r)
(siehe Anhang B.4.2). Wiederholt man diese Berechnung

O(log(r)) < O(log(N))-mal, kann man die gewünschte Wahrscheinlichkeit beliebig
genau der 1 nähern. Somit ist dies eine effiziente Berechnung der Ordnung r.
Rückblickend auf das Anfangsproblem (Zustand 4.20) soll nun die Situation unter-
sucht werden, daß die Periode r keine Zweierpotenz ist. Ausgehend vom Zustand

1

q

q−1∑
a=0

q−1∑
c=0

e
i2πac

q |c〉|ya (mod N)〉 (4.28)

nach Anwendung der DFTq erhält man die Wahrscheinlichkeit, daß man ein
|c, ya (mod N)〉 mit 0 ≤ l < r mißt, folgendermaßen:
Man summiert über alle möglichen Ergebnisse, die den Zustand |c, ya (mod N)〉
ergeben und erhält damit

Prob(c) =

∣∣∣∣∣∣
1

q

∑

a:ya≡yl

e
i2πac

q

∣∣∣∣∣∣

2

mit 0 ≤ a < q, so daß ya ≡ yl (mod N). (4.29)
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Die Ordnung von y ist r, so daß die Summe über alle a läuft, für die gilt:
a ≡ l (mod r). Setzt man nun a = jr + l, so ergibt sich für die Wahrscheinlich-
keit

Prob(c) =

∣∣∣∣∣∣
1

q

b q−1−l
r

c∑
j=0

e
i2π(jr+l)c

q

∣∣∣∣∣∣

2

mit b c Gaußklammer (siehe Anhang B.3)

=

∣∣∣∣∣∣
1

q

b q−1−l
r

c∑
j=0

e
i2πjrc

q · e i2πlc
q

∣∣∣∣∣∣

2

=

∣∣∣∣∣∣
1

q

b q−1−l
r

c∑
j=0

e
i2πjrc

q

∣∣∣∣∣∣

2

=

∣∣∣∣∣∣
1

q

b q−1−l
r

c∑
j=0

e
i2πj(rc (modq))

q

∣∣∣∣∣∣

2

, (4.30)

wobei im letzten Schritt rc durch rc (mod q) mit − q
2
≤ rc (mod q) ≤ q

2
ersetzt

wurde.
Jetzt soll gezeigt werden, daß, wenn rc (mod q) klein genug ist, alle Amplituden in
der Summe annähernd in die gleiche Richtung zeigen und damit die Summe groß
wird. Dazu nähert man die Summe durch ein Integral:

1

q

∫ b q−1−l
r

c

0

e
i2πj(rc (modq))

q dj + O

(
b q−1−l

r
c

q

(
e

i2π(rc (modq))
q − 1

))
. (4.31)

Wenn rc (mod q) mit − r
2
≤ rc (mod q) ≤ r

2
gilt, ist der Fehlerterm von der Größen-

ordnung O
(

1
q

)
. Im folgenden soll gezeigt werden, daß der Wert des Integrals groß

wird, wenn − r
2
≤ rc (mod q) ≤ r

2
gilt; damit ist auch die Wahrscheinlichkeit, den

Zustand |c, yl (mod N)〉 zu messen groß. Anzumerken ist noch, daß die Bedingung
nur noch von c abhängt und von l unabhängig ist.
Substituiert man im Integral u = rj

q
, dann ergibt sich:

1

q

∫ b q−1−l
r

c

0

e
i2πj(rc (modq))

q dj

=
1

q

∫ r
q
b q−1−l

r
c

0

e
i2πqu(rc (modq))

rq · q

r
du

=
1

r

∫ r
q
b q−1−l

r
c

0

e
i2π(rc (modq))u

r du. (4.32)

Da l < r gilt, kann man die Gaußklammer in der oberen Integrationsgrenze durch
b q−1−l

r
c ≈ q

r
nähern, was einen Fehler der Größenordnung O(1

q
) mit sich bringt. Also
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ergibt sich für Gleichung (4.32)

1

r

∫ 1

0

e
i2π(rc (modq))u

r du

=
1

r

[
r

i2π(rc (modq))
e

i2π(rc (modq))u
r

]1

0

=
1

r

[
r

i2π(rc (modq))
e

i2π(rc (modq))
r − r

i2π(rc (modq))

]

=
1

i2π(rc (modq))

[
e

i2π(rc (modq))
r − 1

]
. (4.33)

Es gilt − r
2
≤ rc (mod q) ≤ r

2
, was gleichbedeutend ist mit −1

2
≤ rc (mod q)

r
≤ 1

2
.

Für die Grenzwerte −1
2

und 1
2

wird die rechte Seite der Gleichung (4.33) minimal
und man erhält eine untere Grenze für die Wahrscheinlichkeit. Nun wird der Fall
rc (mod q)

r
= −1

2
explizit ausgerechnet und davon ausgehend die Wahrscheinlichkeit

bestimmt. Das Integral (4.33) nimmt den Wert

1

i2π − r
2

[
ei2π−1

2 − 1
]

=
1

−iπr
[cos(π)− i sin(π)− 1]

=
2

iπr
(4.34)

an. Analog erhält man für rc (mod q)
r

= 1
2

den Wert − 2
iπr

. Das bedeutet, das der
absolute Wert des Integrals

∣∣∣∣
1

r

∫ 1

0

e
i2π(rc (modq))u

r du

∣∣∣∣ =
2

πr
(4.35)

ist. Damit erhält man für die Wahrscheinlichkeit, daß ein |c, ya (mod N)〉 mit
0 ≤ l < r gemessen wird, den Wert Prob(c) = 4

π2r2 .
Folglich ist die Wahrscheinlichkeit, den Zustand |c, ya (mod N)〉 zu messen, minde-
stens 1

3r2 , wenn − r
2
≤ rc (mod q) ≤ r

2
gilt, d.h. wenn es ein d gibt, so daß

−r

2
≤ rc− dq ≤ r

2

⇔ − 1

2q
≤ c

q
− d

r
≤ 1

2q

⇒
∣∣∣∣
c

q
− d

r

∣∣∣∣ ≤ 1

2q
, (4.36)

wobei c und q bekannt sind.
Da q > N2, gibt es höchstens einen Bruch d

r
mit r < N , der Gleichung (4.36) genügt.

Also erhält man den Bruch d
r

in kleinsten Termen, indem man c
q

auf den nächsten
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Bruch rundet, dessen Nenner kleiner als N ist. Dieser Bruch kann in polynomialer
Zeit gefunden werden, indem man die Kettenbruchdarstellung von c

q
berechnet, wo-

mit man die besten Approximationen von c
q

mit Hilfe von Brüchen findet (Anhang

B.5). Wenn man den Bruch d
r

in kleinsten Termen berechnet hat und ggT(d, r) = 1
ist, hat man die gesuchte Periode r gefunden.
Es gibt ϕ(r) mögliche Werte dafür, daß d relativ prim zu r ist 1. Jeder dieser Brüche
d
r

liegt nahe bei einem Bruch c
q
, der

∣∣∣ c
q
− d

r

∣∣∣ ≤ 1
2q

erfüllt. Da r die Ordnung von

y ist, gibt es r mögliche Werte für yl. Also gibt es r · ϕ(r) mögliche Zustände
|c, ya (mod N)〉, die es ermöglichen, r zu erhalten. Da jeder dieser Zustände mit
einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1

3r2 vorkommt, erhält man r mit einer

Wahrscheinlichkeit von mindestens ϕ(r)
3r

. Die Beachtung des Großen Primzahlsatzes

und seiner Approximation, ϕ(r)
r

> e−γ

log log(r)
mit e−γ konstant (siehe Anhang B.4.2),

erfordert eine nur O(log log(r))-malige Wiederholung der oben beschriebenen Vorge-
hensweise, um mit einer beliebig großen Wahrscheinlichkeit zum Erfolg zu gelangen.

Zahlenbeispiel für den Quanten–Shor–Algorithmus

In Anlehnung an das Zahlenbeispiel aus Kapitel (4.2.1) soll nun für N = 21 auch
der Quanten–Shor–Algorithmus schrittweise vorgeführt werden.

1.Schritt: Benutzung des Quantenparallelismus
Man wähle eine beliebige Zahl y. Wenn y keine teilerfremde Zahl zu N ist, ergibt
sich ein Faktor von N . Ansonsten gilt ggT(y, N) = 1 und man verfährt nach dem
Algorithmus.
Sei L so, daß N2 ≤ 2L = q < 2N2 gilt. Zu Anfang wird auf das erste Register, das
aus L-Qubits im Zustand |0〉 besteht, die DFTq angewandt, so daß man das Register

1√
q

q−1∑
a=0

|a〉 (4.37)

erhält. Man benutzt den Quantenparallelismus, um f(a) = ya (mod N) für alle
Zahlen von 0 bis q− 1 zu berechnen. Die Funktion f(a) ist in dem Quantenzustand

1

q

q−1∑
a=0

|a〉|f(a)〉 (4.38)

verschlüsselt. Angenommen y = 11 wurde zufällig gewählt. Da N2 = 441 und
2N2 = 882 gilt, findet man L = 9 (da 29 = 512), also N2 = 441 ≤ 29 < 882 = 2N2.
Für den Fall, daß man insgesamt 14 Qubits hat, werden damit 9 für a und
dlog2(N)e = 5 für f(a) benutzt, um die Superposition aus Gleichung (4.38) zu
berechnen.

1ϕ(r) ist dabei die Eulersche ϕ-Funktion (siehe Anhang B.4.1).
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2.Schritt: Konstruktion eines Zustands, dessen Amplitude die gleiche
Periode wie f(a) hat

Die diskrete Fouriertransformation wirkt auf die Funktion der Amplitude in Ver-
bindung mit dem Inputzustand. Im Hinblick darauf, daß die diskrete Fouriertrans-
formation genutzt wird, um die Periode r von f(a) zu erhalten, wird ein Zustand
konstruiert, dessen Amplitudenfunktion dieselbe Periode wie f(a) hat.
Um einen solchen Zustand zu generieren, mißt man die letzten dlog2(N)e Qubits des
Zustandes von (4.38), die f(a) verschlüsseln. Das Ergebnis ist ein zufälliger Wert
z = yl (mod N). Der Wert l ist an sich nicht von Interesse, sondern nur der Effekt,
den die Messung auf die Superposition hat. Die Messung projiziert den Zustands-
raum auf den Unterraum, der kompatibel mit dem gemessenen Wert ist, so daß der
Zustand nach der Messung

q−1∑
a=0

g(a)|a〉|ya (mod N)〉 mit g(a) = k δa,l+jr (k : Normierungsfaktor) (4.39)

ist. Damit verbleibt im ersten Register eine Überlagerung aller a, die ya = yl (mod N)
erfüllen, übrig, d.h. es gilt a ≡ l (mod r).
Wenn man zwei aufeinanderfolgende a in der Summe messen könnte, wäre die Peri-
ode r gefunden. Aber die Gesetze der Quantenmechanik erlauben nur eine Messung;
danach ist der Zustand zerstört und muß neu präpariert werden.
Angenommen es wird yl (mod N) ≡ 8 gemessen; dann verbleiben im ersten Register
alle a, für die 11a (mod 21) ≡ 8 gilt (siehe Abbildung 4.1).

a

f
(a

)

5123842561280

0.015

0.01

0.005

0

Abbildung 4.1: Nach der Messung verbleiben im ersten Register die Werte von a für die
11a (mod 21) ≡ 8 gilt. Die Abbildung zeigt deutlich die Periodizität von
f(a).
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3.Schritt: Die Benutzung der diskreten Fouriertransformation
Auf das in Gleichung (4.39) erhaltene erste Register

q−1∑
a=0

g(a)|a〉

wird nun eine DFTq angewendet. Dies ergibt

DFTq

q−1∑
a=0

g(a)|a〉 =

q−1∑
c=0

f̃(c)|c〉.

Wenn die Periode r eine Zweierpotenz ist, erhält man das exakte Ergebnis

DFTq

q−1∑
a=0

g(a)|a〉 =
1√
r

r−1∑

λ=0

e
i2πlλ

r |λq

r
〉. (4.40)

Ist die Periode r keine Zweierpotenz, was dem Normalfall entspricht, erhält man
durch die DFTq eine gute Näherung der Vielfachen von q

r
(siehe Abbildung 4.2).

c

f̃
(c

)

5123842561280

0.2

0.15

0.1

0.05

0

Abbildung 4.2: Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Werte von c nach Anwendung der
DFTq. Mit einer hohen Wahrscheinlichkeit liegt der beobachtete Wert
von c nahe einem Vielfachen von q

r .

Die Abbildungen 4.1 und 4.2 wurden mit einem C++ Programm erstellt, das in
Anhang D zu finden ist.
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4.Schritt: Das Erhalten der Periode
Der Zustand in dem zuletzt erhaltenen Register (4.40) wird gemessen; das Ergebnis
wird c genannt. Die Periodenbestimmung ist einfach, wenn die Periode eine Zwei-
erpotenz ist, da dann die diskrete Fouriertransformation exakt ein Vielfaches von q

r

ergibt. In diesem Fall gilt c = λ q
r

für alle λ. Meistens sind λ und r teilerfremd, so
daß der maximal gekürzte Bruch c

q
(= λ

r
) ein Bruch ist, dessen Nenner q die Periode

r ist.
Die Tatsache, daß die diskrete Fouriertransformation üblicherweise nur annähernd
Vielfache der skalierten Frequenz ergibt, erschwert das Erhalten der Periode aus der
Messung. Wenn die Periode r keine Zweierpotenz ist, erhält man die Periode aus
der Kettenbruchdarstellung von c

q
.

Angenommen die Messung des Zustands ergibt c = 171; da c und q = 512 teiler-
fremd sind, gilt auch ggT(r, q) = 1, und man muß sich der Approximation durch
Kettenbrüche bedienen, indem man folgenden Algorithmus durchläuft:

a0 =
⌊

c
q

⌋
an =

⌊
1

εn−1

⌋

ε0 = c
q
− a0 εn = 1

εn−1
− an

p0 = a0 p1 = a1a0 + 1 . . . pn = anpn−1 + pn−2

q0 = 1 q1 = a1 . . . qn = anqn−1 + qn−2.

(4.41)

Der erste Bruch pn

qn
mit qn < N ≤ qn+1 liefert die gewünschte Approximation.

Für das hier betrachtete Beispiel erhält man die folgende Tabelle der oben benutzten
Größen:

i ai pi qi εi

0 0 0 1 0,3339844
1 2 1 2 0,9941520
2 1 1 3 0,0058824
3 169 170 509 0,9999694

Aus dieser Tabelle ergibt sich mit 3 = q2 < N ≤ q3 = 509 die Periode r = 3. Da
die erhaltene Periode ungerade ist, scheitert der im nächsten Schritt anzuwendende
Euklidische Algorithmus und eine Wiederholung des Algorithmus ist notwendig.
Wenn die Messung des Zustands c = 256 ergibt, muß der Algorithmus abermals
wiederholt werden, da c und q nicht teilerfremd sind.
Angenommen die Messung des Zustands ergibt c = 427; da c und q teilerfremd sind,
gilt auch hier ggT(r, q) = 1, und man muß sich der Approximation durch Ketten-
brüche bedienen, indem man den schon beschriebenen Algorithmus durchläuft. Die
Werte der notwendigen Größen enthält die folgende Tabelle:
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i ai pi qi εi

0 0 0 1 0,8339844
1 1 1 1 0,1990632
2 5 5 6 0,02352941
3 42 211 253 0,5

Aus dieser Tabelle ergibt sich mit 6 = q2 < N ≤ q3 = 253 die Periode r = 6.

5.Schritt: Das Finden der Faktoren von N
Wie schon in Kapitel (4.2.1) beschrieben, findet man die Faktoren von N , indem
man mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus sowohl den ggT(yr/2 − 1, N) als auch
den ggT(yr/2 + 1, N) berechnet, vorausgesetzt r ist eine gerade Zahl.
Somit erhält man für r = 6:

ggT(7, 21) : 21 = 3 · 7 + 0, also p=7
ggT(9, 21) : 21 = 2 · 9 + 3,

9 = 3 · 3 + 0, also q=3.

Die Zahl N = 21 läßt sich somit in 21 = 3 · 7 faktorisieren.

6.Schritt: Eventuelle Wiederholung des Algorithmus
Der Algorithmus muß unter den folgenden Umständen wiederholt werden:

1. Der Wert von c lag nicht nahe genug bei einem Vielfachen von q
r
.

2. Die Periode r und der Faktor λ sind nicht teilerfremd, so daß der Nenner q ein
Faktor der Periode ist.

3. Der 5. Schritt ergibt N als Faktor von N .

4. Die erhaltene Periode von f(a) = ya (mod N) ist ungerade.

Nachdem nun die Existenz effizienter Algorithmen die nur von Quantencomputern
implementiert werden können gezeigt wurde, soll im folgenden der aktuelle Stand
der experimentellen Forschung auf dem Wege zu ihrer Realisierung skizziert werden.
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Kapitel 5

Experimentelle Realisierung

Es stellt sich die Frage, warum man heute noch keine Quantencomputer hat, die die-
se schnellen Rechnungen, wie beispielsweise die Faktorisierung großer Zahlen mittels
des Shor–Algorithmus, durchführen können.
Für die Implementierung eines Quantencomputers ist es notwendig, ein physikali-
sches System zu präparieren, das es erlaubt, Quantenzustände verläßlich zu speichern
sowie mit Quantenoperationen gezielt und präzise zu manipulieren. In der Praxis
gibt es bisher nur wenige Kandidaten, die diese Voraussetzungen erfüllen. Zur Reali-
sierung eines Quantencomputers müssen eine Reihe von Bedingungen gewährleistet
sein, die nun weiter beleuchtet werden sollen:

• Identifikation einzelner Qubits,

• Adressierbarkeit und Auslesen der Bits,

• Implementierung von Quantengattern,

• schwache Dekohärenz,

• effiziente Implementierung von Fehlerkorrekturen,

• Skalierbarkeit von wenigen auf viele Qubits.

Das Hauptproblem der experimentellen Realisierung ist die Forderung nach gu-
ter Manipulierbarkeit der Information einerseits und möglichst guter Abschirmung
störender Einflüsse andererseits. Zum einen müssen die Qubits für die Informations-
verarbeitung selektiv transformiert oder ausgelesen werden (Ein-Qubitoperationen)
und idealerweise auch zwei beliebige Qubits miteinander verknüpft werden können
(Zwei-Qubitoperationen); zum anderen soll der Kohärenzverlust minimiert werden,
so daß die Qubitzustände möglichst lange ihre quantenmechanische Verschränkung
beibehalten. Jede unkontrollierte Wechselwirkung erzeugt eine Verschränkung des
Quantencomputers mit der Umgebung, welche die Zustände so beeinflußt, daß die
Voraussetzungen zur Ausführung von Quantenrechnungen nicht mehr erfüllt sind.
Diese ungewollten Effekte faßt man unter den Begriff der Dekohärenz zusammen.
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Kurz gesagt erfordert die Manipulierbarkeit der Information einen gewissen Ein-
fluß der Umgebung, die Speicherung der Information jedoch ein möglichst von der
Umwelt isoliertes System. Benötigt wird infolgedessen ein gezielt an- und ausschalt-
barer Einfluß der Umgebung. Außerdem sollte es möglich sein, das System ohne
allzu großen Aufwand zu vergrößern; das System sollte skalierbar sein, d.h. die Hin-
zunahme eines weiteren Qubits sollte die Adressierbarkeit und Dekohärenz nicht
vervielfachen, sondern nur anteilig erhöhen.
Eine Vorreiterrolle beim Bau von Quantencomputern spielt die Quantenoptik. Als
Träger der Quanteninformation kommen in der Quantenoptik einzelne Atome und
Photonen in Frage. Ziel ist die Speicherung einzelner Atome in Fallen und die Präpa-
ration eines Atoms im Bewegungsgrundzustand [35, 60, 73, 76, 88]. Mittels Laserpul-
sen können die internen Zustände der Atome (die Qubits) gezielt manipuliert werden.
Somit lassen sich Ein-Qubitoperationen durch Wechselwirkung von Laserlicht mit
Atomen realisieren. Die Implementierung von Zwei-Qubitoperationen läßt sich ent-
weder durch Ankopplung an Hilfsfreiheitsgrade, wie z.B. kollektive Schwingungsmo-
den von gespeicherten Atomen, Ionen oder Photonen in einem Resonator, erreichen,
oder auch durch gezielte Zweiteilchenwechselwirkungen zwischen zwei Atomen. Zur
gezielten Verschränkung der internen Zustände zweier Atome kann eine Reihe von
kontrollierbaren Zweiteilchenwechselwirkungen verwendet werden, deren Stärke vom
Zustand der Qubits abhängt. Um Ionen zu verschränken, eignet sich die Coulomb-
Wechselwirkung, deren Stärke proportional zum inversen Abstand der Ionen ist. Zur
Verschränkung von neutralen Atomen werden isotrope Stoßprozesse bei tiefen Tem-
peraturen – so genannte kalte Stöße – verwendet. Das Wechselwirkungspotential
hat allerdings nur eine sehr begrenzte Reichweite. Eine weitere Möglichkeit ist die
Wechselwirkung zwischen permanenten Dipolmomenten von Rydberg-Zuständen in
wasserstoffartigen Atomen in statischen elektrischen Feldern. Dort wird die Wel-
lenfunktion des Valenzelektrons so verzerrt, daß es zu einer Verschiebung des La-
dungsschwerpunktes der Elektronenhülle im Vergleich zum Ladungsschwerpunkt des
Kerns kommt. Es entsteht ein Dipolmoment, dessen Stärke mit dem Quadrat der
Hauptquantenzahl des Zustandes anwächst. Die Wechselwirkungsstärke zwischen
den Dipolmomenten zweier benachbarter Atome ist proportional zur vierten Potenz
der Hauptquantenzahl und umgekehrt proportional zur dritten Potenz des Abstan-
des der Atome. Selbst für eine Hauptquantenzahl von weniger als 15 liefert dies
wesentlich größere Wirkungsquerschnitte als kalte Stöße zwischen neutralen Ato-
men.
Ein Beispiel ist der in [19] vorgestellte Quantencomputer, der auf der Wechselwir-
kung von Lasern mit gekühlten Ionenketten basiert. Dies ist vermutlich der erste
Vorschlag zur Verwirklichung eines Quantenrechners oder zumindest eines kleineren
Quanteninformationssystems. An der experimentellen Realisierung wird zur Zeit
weltweit in mehreren Labors, darunter am NIST Boulder, an der Universität Inns-
bruck, dem Max-Planck-Institut für Quantenoptik in Garching und in Los Alamos
gearbeitet. Dieses Modell nutzt als Qubits ultrakalte Ionen, die zwischen zwei in-
neren Zuständen wechseln können und die eine Kette bilden, die in einer linearen
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Ionenfalle, der Paul-Falle, gespeichert wird. Diese Falle besteht aus vier parallelen
Metallstäben. Ein zeitabhängiges Radiofrequenzpotential wird an jeweils zwei ge-
genüberliegenden Stäben angelegt. Damit können sich die Ionen nur noch auf einer
Linie parallel zu den Stäben anordnen. Zwei zusätzliche zirkulare Elektroden dienen
als Abschlüsse an den beiden Enden (siehe Abbildungen 5.1, 5.2).

Abbildung 5.1: Paul–Falle (entnommen aus [91]).

Abbildung 5.2: Ionen in der Paul–Falle (entnommen aus [91]).

Um die störenden spontanen Zerfälle des energetisch höheren Qubitniveaus zu mini-
mieren, benutzt man einen metastabilen Zustand mit der verglichen mit typischen
Lebensdauern im Nanosekundenbereich großen Lebensdauer von etwa einer Sekun-
de. Die Gleichgewichtslage der Ionen im Querschnitt der Falle ergibt sich aus dem
Fallenpotential. Schwingungen der Ionenkette entsprechen kleinen Auslenkungen der
Ionen entlang der Fallenachse aufgrund der Coulombabstoßung. Durch Laserkühlen
kann der Schwingungszustand der Ionen ausgefroren werden, und die Ionenkette
wird im Schwingungsgrundzustand präpariert. Der Gesamtzustand der Ionenkette
ist somit durch einen Zustandsvektor zu beschreiben, der ein Produktzustand der
internen Ionenzustände, des Quantenregisterzustands und der quantisierten Schwer-
punktsbewegung im Grundzustand ist. Die phononischen Freiheitsgrade dienen nun
als Datenbus zur Verschränkung der internen Ionenzustände. Insbesondere kann ein
einzelnes Ion derart mit einem rotverstimmten Laserpuls bestrahlt werden, daß es
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vom Zustand |1〉 in den Zustand |0〉 übergeht und dabei die Ionenkette durch die
Abgabe eines Phonons in Schwingung versetzt. Falls das Ion im Zustand |0〉 ist,
wird der Zustand nicht verändert. Im Fall einer Ionenkette kann in einem beliebigen
zweiten Ion der interne Zustand gemäß |0〉 ↔ |1〉 umgeschaltet werden. Insgesamt
erhält man so einen Prozeß, bei dem der interne Zustand des zweiten Ions verändert
wird, sofern das erste Ion sich im Zustand |1〉 befindet. Wird abschließend der An-
fangszustand des ersten Ions wieder hergestellt, läßt sich damit die schon bekannte
CONTROLLED NOT-Operation (siehe Abbildung 3.2) realisieren [59, 90]. Jede Re-
chenoperation kann als eine Folge von solchen Operationen zusammen mit einfachen
Zustandsänderungen der einzelnen Ionen dargestellt werden. Am Beginn einer Rech-
nung setzt man dabei durch optisches Pumpen den Zustand aller Ionen auf einen
gewünschten Anfangswert, z.B. auf |0〉|0〉 . . . |0〉. Um den Meßprozeß ausführen, d.h.
um die Bitzustände der Ionen am Ende einer Rechnung auslesen zu können, verwen-
det man die Methode der Quantensprünge. Dabei wird die Ionenkette mit Laserlicht
einer geeigneten Frequenz bestrahlt, so daß ein Ion im Zustand |1〉 Fluoreszenzlicht
ausstrahlt, während es im Zustand |0〉 dunkel bleibt. Experimentell wurden bisher
quantenlogische Verschränkungsoperationen mit einem und bis zu vier Ionen nach-
gewiesen [76, 88].
An Erweiterungen wird intensiv gearbeitet, und man hofft, in näherer Zukunft bis
auf etwa zehn Qubits zu kommen [14]. Die Ionenfallen bieten sicherlich sehr gut abge-
schirmte Qubits. Die Manipulierbarkeit von Qubitpaaren erscheint eher als Schwach-
punkt, insbesondere bezüglich größerer Systeme. Ein weiteres Problem ist das La-
serkühlen in den Grundzustand des Fallenpotentials, das eine der Voraussetzungen,
zugleich aber eine Schwierigkeit der experimentellen Realisierung ist.
Bei einem anderen Realisierungsvorschlag nimmt man an, daß Ionen in periodisch
angeordneten Mikrofallen gefangen werden [20], wie sie beispielsweise mit lithogra-
phischen Methoden erzeugt werden können. Auch hier sind die Träger der Qubits
langlebige elektronische Zustände der Ionen. Die Ionen sind ebenfalls mit Lasern
einzeln adressierbar, so daß Ein-Qubitoperationen realisiert werden können. Zur
Verwirklichung von Zwei-Qubitoperationen müssen die Ionen in kontrollierter Weise
miteinander und mit dem äußeren Coulombfeld wechselwirken. Das Grundprinzip
der Realisierung der Zwei-Qubitoperationen in diesem Modell ist die Anwendung
eines äußeren Laserfeldes auf ein Ion, so daß seine Wellenfunktion in Abhängig-
keit von seinem internen Zustand räumlich verschoben wird (Abbildung 5.3). Indem
zwei benachbarte Ionen in |1〉 mit dem Laser verschoben werden, ergibt sich eine
Energieverschiebung im äußeren Feld, und somit tritt – über die Zeit integriert –
eine Phasenänderung auf. Das Ergebnis ist ein Phasengatter (siehe Gleichung 3.2)
mit einer Phase, die sich aus der zeitlichen Integration der Änderung der Coulomb-
Wechselwirkungsenergie der beiden benachbarten Ionen ermitteln läßt. Einen Quan-
tencomputer, der auf diesen Ideen basiert, zeigt Abbildung (5.4). Dabei nimmt man
an, daß ein Ion als Kopf und ein zweites Ion nahe aneinander gebracht werden
können; es ist nicht notwendig, die beiden Ionen einzeln zu adressieren.
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Energie
|0〉|0〉 ∼ 1

d

|0〉|1〉 ∼ 1
d+x̄2(t)

|1〉|0〉 ∼ 1
d−x̄1(t)

|1〉|1〉 ∼ 1
d+x̄2(t)−x̄1(t)

Abbildung 5.3: Schema einer Zwei-Qubitoperation mit in unabhängigen Mikrofallen ge-
speicherten Ionen. Um eine Operation auszuführen, werden die Ionen
räumlich verschoben, falls sie im Zustand |1〉 sind (entnommen aus
[16, 20, 66]).

Abbildung 5.4: Ein skalierbarer Quantencomputer. Die Qubits (Ionen) sind in un-
abhängigen Fallen in der Ebene gefangen. Ein weiteres Ion, als Kopf
bezeichnet, wird über der Ebene bewegt und kann mit einem beliebi-
gen anderen Ion eine Zwei-Qubitoperation ausführen. Damit lassen sich
Verschränkungsoperationen zwischen zwei beliebigen Ionen ausführen
(entnommen aus [20]).
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Der Abstand zwischen den Ionen in der Ebene kann hingegen groß sein, da keine di-
rekte Wechselwirkung zwischen ihnen erforderlich ist. Eine solche zweidimensionale
Anordnung hat offensichtlich die Eigenschaft, zu einer großen Zahl von Quantenbits
skalierbar zu sein. Ein weiterer Vorteil ist, daß die Forderung nach niedrigsten Tem-
peraturen in diesem Modell nicht besteht.
Ein Vorschlag, der besonderes Interesse ausgelöst hat, betrifft die Entwicklung eines
Quantencomputers mittels Kernspinresonanz [25, 37, 58]. Einige der ersten Reali-
sierungen von Quantenalgorithmen wie des Deutsch-Algorithmus’ [17, 45] und einer
sehr einfachen Grover-Suche [18] basieren auf Kernspinresonanzexperimenten, wie
sie aus Anwendungen in der physikalischen Chemie und auch in der Medizin sehr gut
bekannt sind. Dabei sind die Qubits durch den Spin der Kerne einzelner Atome in
den betrachteten Molekülen, etwa Chloroform, gegeben. Ein-Qubitoperationen wer-
den durch gezielte Pulse magnetischer Felder bei abgestimmten Frequenzen erreicht.
Bei Zwei-Qubitoperationen nutzt man hingegen die sehr schwache Wechselwirkung
der Kernspins miteinander. Der wesentliche Unterschied zu den Vorschlägen aus der
Quantenoptik besteht darin, daß anstelle von Einzelsystemen ein Ensemble von Mo-
lekülen verwendet und das System außerdem bei endlicher Temperatur betrachtet
wird. Obwohl dieser Ansatz einige schöne Demonstrationen ermöglicht hat, wird
sein Nutzen durch zwei Nachteile eingeschränkt: Die Wechselwirkung zwischen den
Kernspins ist nicht gut manipulierbar. Außerdem lassen sich die Systeme kaum we-
sentlich vergrößern, da die verwertbaren Signale bei größeren Systemen schnell sehr
klein werden und so nicht mehr skalierbar sind. Hinzu kommt noch der Nachweis,
daß die mit NMR-Methoden bislang erzeugten Quantenzustände bei endlicher Tem-
peratur separabel sind, d.h. keine Verschränkung aufweisen [12].
Eine Reihe von Vorschlägen beruht auf Systemen der Festkörperphysik in Anleh-
nung an die hochentwickelte Halbleitertechnologie. Hier besteht ein wissenschaft-
liches Umfeld mit Erfahrungen in der Erzeugung von immer kleineren geordneten
Strukturen (Mikrochips, Nanotechnologie), auf die man aufbauen kann. Daraus kann
man schon vermuten, daß diese Vorschläge Stärken in der Manipulierbarkeit und der
Skalierbarkeit haben werden. Ihre Schwäche liegt in der Abschirmung der Umgebung.
Zwei Modelle beruhen auf dem Spin. Bei dem einen Modell besteht das Qubit aus
den Niveaus eines Kernspins gezielt eingebrachter Fremdatome, etwa Phosphor 31P
in einen Siliziumhalbleiter [48]. Ein konstantes Magnetfeld B0 von ungefähr 2 Tesla
trennt die beiden Niveaus. Ein-Qubitoperationen werden über ein zeitlich oszillie-
rendes sehr schwaches Magnetfeld Bosz von 10−3 Tesla in Resonanz realisiert. Die
Resonanzfrequenz kann dabei über die Hyperfeinwechselwirkung mit der Elektronen-
wolke, die das Donatoratom Phosphor umgibt, beeinflußt werden. Zieht man mittels
einer positiven Gatespannung V1 die Elektronen weg, vermindert sich diese Wechsel-
wirkung und die Resonanzfrequenz sinkt ebenfalls. Zwei-Qubitoperationen können
kontrolliert aus- oder eingeschaltet werden, indem die Elektronenwolken benach-
barter Donatoratome durch eine negative Gatespannung V2 auseinander gehalten
werden oder durch eine positive Gatespannung V2 verschmolzen werden. Kernspins
haben den Vorteil, daß sie sehr gut von der Umgebung isoliert sind.
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Bei dem zweiten Vorschlag übernimmt der Spin eines überzähligen Elektrons auf
einem Quantenpunkt die Rolle des Qubits [55]. Die Ein-Qubitoperationen werden
wiederum über Magnetfelder realisiert. Die Zwei-Qubitoperationen werden über ver-
schiedene Gatespannungen, die die Elektronenverteilungen in den Quantenpunkten
verformen, erzeugt. Als Beispiele für die Realisierung von Quantenoperationen sei
hier auf Vorschläge mit Cooper-Paaren in Josephson-Kontakten [80] und mit Spin-
zuständen von Elektronen in Quantenpunkten [55] als Träger von Qubits verwiesen.
Außerdem gibt es einen Vorschlag, einen NMR-Quantencomputer mit Methoden der
Festkörperphysik zu realisieren [48].
Eine andere Möglichkeit nutzt von vornherein ein Quantenphänomen, das makro-
skopisch auftritt: die Supraleitung [56]. Für diesen Vorschlag gibt es die Realisierung
eines einzelnen Qubits [61]. Dies ist zwar noch wenig, aber man hofft, daß die Ent-
wicklung in diese Richtung noch Erfolge erzielen wird.
Die Erwartung für die Zukunft ist, daß während der nächsten 5 Jahre kleine Quan-
tencomputer mit etwa 10 Qubits im Labor zur Verfügung stehen werden. Dies wird
sicher die experimentelle Grundlage für eine Reihe von fundamentalen Experimen-
ten zur Teilchenverschränkung, zum Meßprozeß und für Dekohärenzstudien in der
Quantenmechanik sein. Ferner werden auch “Proof-of-Principle”-Experimente in der
Quanteninformationsverarbeitung erfolgen können. Wann die tatsächliche Anwen-
dung als Quantencomputer im Sinne von Shor und Grover möglich sein wird, wann
also effizientere Implementierungen skalierbarer Konzepte, die sich auf eine größere
Anzahl von Qubits anwenden lassen, erfolgen können, bleibt abzuwarten.
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Kapitel 6

Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Staatsexamensarbeit sollte ein Überblick über die theoretischen
Grundlagen und Konzepte des Quantencomputers sowie deren experimentelle Um-
setzung gegeben werden.
Das Neuartige des Quantencomputers ist die Verknüpfung der Informatik mit der
Quantenmechanik. Die quantenmechanische Informationsverarbeitung ist ein sehr
interessantes und expandierendes Aufgabengebiet. In dieser Zusammenfassung wer-
den die wesentlichen Merkmale noch einmal skizziert.
Die ersten Ideen lagen darin, die Arbeitsschritte einer Turing-Maschine in einen
äquivalenten reversiblen Prozeß umzuwandeln. Die zugehörigen unitären Operatio-
nen könne dann durch einen Hamiltonoperator für ein Quantensystem realisiert
werden.
Das NOT, CONTROLLED NOT, CONTROLLED CONTROLLED NOT sind drei
reversible Operationen, die das Erstellen einer universellen Maschine ermöglichen.
Die Quantenmechanik der Realisierung eines Computers wurde in der vorliegenden
Arbeit am Beispiel des FULLADDERs erläutert. Das Register eines Quantencompu-
ters besteht dabei aus einer Reihe von Qubits, die in einem Spin-1

2
-System eines Elek-

trons durch den quantenmechanischen spin up Zustand |1〉 und spin down Zustand
|0〉 repräsentiert werden. Zusätzlich, und das ist der grundsätzliche Unterschied zum
klassischen Bit, können solche Qubits auch jeden beliebigen Zustand annehmen, der
einer Superposition der Form α|0〉+β|1〉 mit |α|2 + |β|2 = 1 entspricht. Die erforder-
lichen Operationen lassen sich durch unitäre Operatoren ausdrücken, die auf diese
binären quantenmechanischen Zustände (Qubits) wirken. Somit kann die Gesamt-
operation durch eine Multiplikation solcher unitären Operationen erreicht werden.
Das Entscheidende ist nun, daß auch das Quantenregister nicht nur in einem seiner
möglichen Basiszuständen existieren kann, sondern auch in einer beliebigen Super-
position dieser Zustände. Diese verschränkten Zustände besitzen im Vergleich zum
klassischen Computer ein größeres Potential zur Informationsverarbeitung und bil-
den die Grundlage für den Effekt des Quantenparallelismus. Der Quantenparallelis-
mus ermöglicht es, eine große Anzahl von Funktionsberechnungen in der selben Zeit
durchzuführen, die für eine einzige klassische Funktionsberechnung benötigt wird.
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Hierin liegt ein großes Potential an neuen Möglichkeiten Probleme zu lösen, die bis-
her nur sehr schwierig und zeitaufwändig bzw. unlösbar waren. Beispiele dafür sind
die in dieser Arbeit beschriebenen Quantenalgorithmen, der Deutsch–Algorithmus
und der Shor–Algorithmus, die sowohl auf dem Phänomen des Quantenparallelismus
als auch der Benutzung der diskreten Fouriertransformation basieren.
Im Gegensatz zu den theoretischen Konzepten des Quantencomputers steht die ex-
perimentelle Realisierung erst am Anfang einer regen, aber zeitlich noch nicht ab-
zuschätzenden Entwicklung. Zum Abschluß der Arbeit wurden Realisierungsmöglich-
keiten auf den Grundlagen der Quantenoptik, der Kernspinresonanz und der Festkör-
perphysik mit ihren jeweiligen Vor- und Nachteilen angedeutet.



Anhang A

Besetzungszahlerhaltung

Es gilt

H =
k−1∑
i=0

S+i+1
S−i

Ai+1 +
(
S+i+1

S−i
Ai+1

)†

=
k−1∑
i=0

S+i+1
S−i

Ai+1 + S+i
S−i+1

A†
i+1

und

N =
k−1∑
j=0

S+j
S−j

.

Zur Definition von Ai und S±i
siehe Kapitel (3.1.2).

Die Kommutatorrelation von N und H lautet:

[N,H]− =
k−1∑
i,j=0

Ai+1(S+j
S−j

S+i+1
S−i

− S+i+1
S−i

S+j
S−j

)

+ A†
i+1(S+j

S−j
S+i

S−i+1
− S+i

S−i+1
S+j

S−j
).

Mit der Beziehung

S−αS+β
± S+β

S−α = δαβ

ergibt sich

S+j
S−j

S+i+1
S−i

− S+i+1
S−i

S+j
S−j

= S+i+1
S−i

∓ S+i+1
S+j

S−i
S−j

− S+i+1
S−i

S+j
S−j

= S+i+1
S−i

− S+i+1
S−i

+ S+i+1
S−i

S+j
S−j

− S+i+1
S−i

S+j
S−j

= 0.
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Analog zeigt man

S+j
S−j

S+i
S−i+1

− S+i
S−i+1

S+j
S−j

= 0.

Somit gilt für die Kommutatorrelation [N, H]− = 0, was bedeutet, daß N und
H kommutieren. Damit ist gezeigt, daß die Anzahl der besetzten Zustände eine
erhaltene Größe ist.



Anhang B

Zahlentheoretische Grundlagen

B.1 Kongruenzen und Restklassen

Es sei m eine natürliche Zahl. Wenn zwei ganze Zahlen a und b bei Division durch
m denselben Rest ergeben, wenn also

a = um + r und b = vm + r mit u, v, r ∈ Z und 0 ≤ r < m,

dann nennt man a und b kongruent modulo m und schreibt

a ≡ b (mod m).

Es gilt offensichtlich

a ≡ b (mod m) ⇐⇒ m|a− b (d.h. m teilt a− b).

Statt “n ist von der Form a + km (k ∈ Z)” sagt man nach Gauß kurz
“n ≡ a (mod m)“.
Die Kongruenz modulo m ist eine Äquivalenzrelation in Z, es gilt nämlich

a ≡ a (mod m) für alle a ∈ Z;
aus a ≡ b (mod m) folgt b ≡ a (mod m);
aus a ≡ b (mod m) und b ≡ c (mod m) folgt a ≡ c (mod m).

Die Kongruenz modulo m induziert also eine Klasseneinteilung von Z in Äquiva-
lenzklassen, welche man Restklassen modulo m nennt. Die Restklasse “a modulo
m” oder kurz “a (mod m)” besteht aus allen ganzen Zahlen, die bei Division durch
m den gleichen Rest wie a lassen, also aus allen zu a (mod m) kongruenten Zahlen.
Statt “a (mod m)” schreibt man auch kürzer [a]m bzw. noch kürzer [a], wenn aus
dem Zusammenhang klar hervorgeht, bezüglich welchen Moduls die Restklasse zu
bilden ist. Es ist also

[a]m = {x ∈ Z|x ≡ a (mod m)}
und

[a]m = [b]m ⇔ a ≡ b (mod m).
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Man beschreibt eine Restklasse durch Angabe eines Vertreters, also durch Angabe
einer Zahl aus der betreffenden Restklasse. Zum Modul m gibt es genau m ver-
schiedene Restklassen, welche man in der Regel durch ihre kleinsten nichtnegativen
Vertreter beschreibt:

[0] , [1] , [2] , . . . , [m− 1] .

Die Menge aller Restklassen modulo m werden im folgenden mit Rm bezeichnet. In
Rm soll nun eine Addition “+” und eine Multiplikation “·” eingeführt werden, so
daß (Rm, +, ·) eine algebraische Struktur ist. Es gilt:

[a] + [b] = [a + b] und [a] · [b] = [a · b] .
Man führt also die entsprechenden Operationen mit den Vertretern der Restklassen
aus.
Es ist leicht nachzurechnen, daß die Restklassenverknüpfungen beide assoziativ sind,
daß neutrale Elemente ( [0] bzw. [1] ) existieren und das Distributivgesetz gilt. Fer-
ner ist jedes Element bezüglich der Addition invertierbar, das Inverse von [a] ist
−[a] := [−a] = [m− a].

B.2 Euklidischer Algorithmus

Mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus berechnet man ohne Kenntnis der Prim-
zerlegung von zwei Zahlen a und b den größten gemeinsamen Teiler dieser beiden
Zahlen.
Es seien a, b ∈ N \ {0} mit a ≥ b. Man setze a0 := a, a1 := b und bilde sukzessiv
folgende Kette von Divisionen mit Rest:

a0 = q1a1 + a2 mit q1, a2 ∈ Z, 0 ≤ a2 < a1,
a1 = q2a2 + a3 mit q2, a3 ∈ Z, 0 ≤ a3 < a2,

...
...

...
an−2 = qn−1an−1 + an mit qn−1, an ∈ Z, 0 ≤ an < an−1,

wo q1, q2, . . . die Quotienten und a2, a3, . . . die Reste sind. Dann gibt es einen ersten
Index k, mit 1 ≤ k ≤ b, so daß gilt: ak > 0, ak+1 = 0. Die Zahl ak ist dann der größte
gemeinsame Teiler von a und b.

Beispiel : a=4081, b=2585

4081 = 1 · 2585 + 1496
2585 = 1 · 1496 + 1089
1496 = 1 · 1089 + 407
1089 = 2 · 407 + 275
407 = 1 · 275 + 132
275 = 2 · 132 + 11
132 = 12 · 11 + 0
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also ggT(a, b) = 11.

B.3 Chinesischer Restesatz

Sind m1,m2, . . . , mk paarweise teilerfremde natürliche Zahlen und c1, c2, . . . ck ganze
Zahlen, dann existiert genau ein Restklasse bxc 1 zum Modul m = m1 ·m2 · . . . mk,
für welche gilt:

x ≡ ci (mod mi) mit i = 1, 2, . . . , k.

B.4 Die Eulersche ϕ-Funktion, Die Ordnung mod N ,

Der große Primzahlsatz

B.4.1 Die Eulersche ϕ-Funktion

Die durch die Festsetzung ϕ(a) := Anzahl der zu a ∈ N teilerfremden Zahlen aus
{1, 2, . . . , a} erklärte Funktion ϕ : N→ N heißt Eulersche ϕ-Funktion.
Es ist also: ϕ(1) = 1, ϕ(2) = 1, ϕ(3) = 2, ϕ(4) = 2 . . ..
Es seien noch zwei wichtige Eigenschaften der Eulerschen ϕ-Funktion erwähnt:

• Sei p eine Primzahl, dann gilt ϕ(p) = p− 1.

• Wenn ggT(m,n) = 1 gilt, dann gilt ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n), d.h. ϕ ist multiplika-
tiv.

Ein wichtiges Ergebnis in diesem Zusammenhang stellt der Satz von Fermat-Euler
dar.

Satz von Fermat-Euler: Für alle Zahlen a,N ∈ N mit ggT(a,N) = 1 gilt:
aϕ(N) ≡ 1(mod N).

Ein Spezialfall ist der kleine Fermatsche Satz: Sei N = p eine Primzahl, so gilt für
alle a ∈ N mit ggT(p, a) = 1: ap−1 ≡ 1(mod p). (Kleiner Fermatscher Satz)
Dies führt zu folgender

Definition: Sei a,N ∈ Nmit ggT(a,N) = 1. Dann ist die Ordnung r von a (mod N)
die kleinste Potenz von a, so daß ar ≡ 1 (mod N).

Ist hingegen ggT(a,N) 6= 1, dann gibt es keine Potenz m zu a, so daß
ar ≡ 1 (mod N) ist, da am − λN auf jeden Fall durch ggT(a,N) für alle λ,m
geteilt wird.

1bxc Gaußklammer, größte ganze Zahl ≤ x
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B.4.2 Der große Primzahlsatz

Sei π(N) die Anzahl der Primzahlen, die kleiner oder gleich N sind

π(N) =
∑

p∈P,p≤N

1.

Damit ist also: π(1) = 0, π(2) = 1, π(3) = π(4) = 2, . . ..
Der große Primzahlsatz besagt, daß

lim
N→∞

π(N)
N

log(N)

= 1.

Das bedeutet, die elementar-transzendente Funktion N
log(N)

approximiert für große

Werte von N die Funktion π(N) so gut, daß der Quotient von π(N) und dieser
Funktion beliebig dicht bei 1 liegt. Man beschreibt diesen Sachverhalt auch häufig
suggestiv durch

π(N) =
N

log(N)
für genügend große N.

Genauer gesagt gibt es für jedes ε > 0 ein N0, so daß

N

log(N)
− ε ≤ ϕ(N) ≤ N

log(N)
+ ε für alle N > N0.

Daraus folgt offensichtlich, daß ϕ(N) ≥ π(N) und damit auch

ϕ(N) ≥ N

log(N)
. (B.1)

Also ist die Wahrscheinlichkeit ϕ(N)
N

, daß eine zufällig gewählte Zahl zwischen 1 und
N teilerfremd zu N ist, größer als 1

log(N)
. Die Abschätzung (B.1) ist jedoch ungenau,

da es gewöhnlich mehr Zahlen gibt, die teilerfremd zu N sind als nur die Primzahlen.
In ([43], Kapitel 18.4) wird gezeigt, daß

lim inf
ϕN

N
log log(N)

= e−γ mit γ = 0, 577216 (Eulerkonstante)

gilt; damit erhält man für ϕ(N) eine bessere Abschätzung:

ϕ(N) >
e−γN

log log(N)
.

Dieses Resultat ist für Betrachtung des Quanten-Shor-Algorithmus von großer Be-
deutung.
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B.5 Kettenbrüche

Ein (endlicher) Kettenbruch ist von folgender Gestalt:

a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 +
1

· · ·+ 1

aN

=: [a0, a1, . . . aN ]. (B.2)

Dabei sind a0, a1, . . . , aN ∈ N die Nenner des Kettenbruchs. In dieser Darstellung
ist [a0, a1, . . . , an] mit 0 ≤ n ≤ N der n-te Näherungsbruch zu [a0, a1, . . . , aN ]. Einen
Näherungsbruch kann man mit Hilfe des folgenden Satzes berechnen:

Satz: Definiert man pn und qn durch die Gleichungen

p0 = a0 p1 = a1a0 + 1 pn = anpp−1 + pn−2

q0 = 1 q1 = a1 qn = anqn−1 + qn−2,
(B.3)

dann gilt

[a0, a1, a2, . . . , an] =
pn

qn

.

Eine wichtige Eigenschaft von Näherungsbrüchen ist die Irreduzibelität, d.h. es gilt
ggT(pn, qn) = 1.
Außerdem gilt, daß man jede (positive) rationale Zahl durch einen endlichen Ket-
tenbruch mit Hilfe des folgenden Algorithmus darstellen kann:
Es sei x ∈ R und a0 = bxc, mit bxc ≤ x. Dann gilt

x = a0 + ξ0 mit 0 ≤ ξ0 < 1.

Ist ξ0 6= 0, kann man schreiben

1

ξ0

= a′1, a′1 = a1 + ξ1, 0 ≤ ξ1 < 1.

Ist ξ1 6= 0, kann man schreiben

1

ξ1

= a′2 = a2 + ξ2, 0 ≤ ξ2 < 1

usw.
Ferner ist a′n = 1

ξn−1
> 1, also an ≥ 1 für nn ≥ 1. Deshalb ist

x = [a0, a
′
1] =

[
a0, a1 +

1

a′2

]
= [a0, a1, a

′
2] = [a0, a1, a2, a

′
3] = · · · ,
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wobei a0, a1, . . . ganze Zahlen sind und a1 > 0, a2 > 0, . . . ist. Das Gleichungssystem

x = a0 + ξ0 (0 ≤ ξ0 < 1)
1

ξ0

= a′1 = a1 + ξ1 (0 ≤ ξ1 < 1)

1

ξ1

= a′2 = a2 + ξ2 (0 ≤ ξ2 < 1)

· · ·

ist als Kettenbruchalgorithmus bekannt. Der Algorithmus läßt sich fortsetzen, so-
lange ξn 6= 0 ist. Kommt man jedoch einmal zu einem Wert von n, etwa N , für den
ξN = 0 ist, bricht der Algorithmus ab, und es ist

x = [a0, a1, a2, . . . , aN ].

In diesem Fall wird x durch einen endlichen Kettenbruch dargestellt und ist rational.
Die Zahlen a′n sind die vollständigen Quotienten des Kettenbruchs. Das wichtigste
Ergebnis bezüglich der Kettenbrüche ist der folgende Satz:

Satz: Sei p
q

eine beliebige rationale Zahl, die

∣∣∣∣
p

q
− x

∣∣∣∣ <
1

2q2

erfüllt, dann ist p
q

ein Näherungsbruch des Kettenbruchs von x.



Anhang C

Die diskrete Fouriertransformation

C.1 Die diskrete Fouriertransformation

Sei f(t) im Intervall 0 < t < T periodisch, also f(t + T ) = f(t), dann ist die
Fourier-Reihe von der Gestalt:

f(t) =
∞∑

n=−∞
cne−

i2πnt
T mit cn =

1

T

∫ T

0

f(t)e
i2πnt

T dt.

Beweis:

1

T

∫ T

0

f(t)e
i2πmt

T dt =
1

T

∞∑
n=−∞

cn

∫ T

0

e−
i2π(n−m)t

T dt

=





1
T

∞∑
n=−∞

cn ·
[

T
−i2π(n−m)

· e− i2π(n−m)t
T

]T

0
= 0 für n 6= m

1
T
· cm

∫ T

0
1dt = cm für n = m,

also:
1

T

∫ T

0

f(t)e
i2πnt

T dt = cn.

Dieses Integral wird nach der Trapezregel approximiert, so daß

∫ T

0

f(t)dt =
1

2
(f(0) + f(1 ·∆t)) ·∆t +

1

2
(f(1 ·∆t) + f(2 ·∆t)) ·∆t

+ . . . +
1

2
(f((N − 1) ·∆t) + f(0)) ·∆t

= ∆t ·
N−1∑
m=0

f(m ·∆t).
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Es gilt ∆t
T

= 1
N
⇔ ∆t = T

N
und damit:

cn
∼= ∆t

T

N−1∑
m=0

f(m ·∆t)e
i2πnm∆t

T

=
∆t

T

N−1∑
m=0

f(m ·∆t)e
i2πnm

N

︸ ︷︷ ︸
:=
√

Ng(n·∆ω)

mit ∆ω =
2π

T
.

Die diskrete Fouriertransformation wird demnach definiert durch:

g(n ·∆ω) :=
1√
N

N−1∑
m=0

f(m ·∆t)e
i2πnm

N =: (DFTNf)(n ·∆ω).

Die Rücktransformierte hat die Gestalt

f(m ·∆t) =
1√
N

N−1∑
n=0

g(n ·∆ω)e−
i2πnm

N

und wird wie folgt berechnet:

f(m ·∆t) =
1√
N

N−1∑
n=0

g(n ·∆ω)e−
i2πnm

N

=
1

N

N−1∑
n=0

N−1∑

k=0

f(k ·∆t)e
i2πkn

N e−
i2πnm

N

=
1

N

N−1∑

k=0

f(k ·∆t)
N−1∑
n=0

e−
i2πn(m−k)

N . (C.1)

Betrachtet man nun die Summe

SN(l) :=
N−1∑
n=0

e
i2πnl

N

=





SN(l) = N für l = 0 und

l = pN mit p ∈ Z
SN(l) = 1 + e

i2πl
N + . . . + e

i2π(N−1)l
N

= 1−ei2πl

1−e
i2πl
N

= 0 für l 6= 0; l < N,

ergibt sich damit für (C.1):

f(m ·∆t) =
1

N

N−1∑
n=0

f(k ·∆t) ·N · δm−k,pN

= f(m ·∆t− pN ·∆t) = f(m ·∆t− pT ) = f(m ·∆t).
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C.2 Zahlenbeispiel für DFTq

Hier soll der Zusammenhang zwischen der DFTq und der Darstellung dieser Ope-
rationen über die unitären Transformationen an einem Zahlenbeispiel vorgeführt
werden. Es gilt allgemein, daß

DFTq|a〉 =
1√
q

q−1∑
c=0

ei2π ac
q |c〉 mit |c〉 = |cL−1〉 . . . |c1〉 . . . |c0〉

über unitäre Transformationen in der folgenden Form dargestellt werden kann:

Π[(H0S0,1 . . . S0,j−2S0,j−1S0,j) . . . (Hj−2Sj−2,j−1Sj−2,j)(Hj−1Sj−1,j)(Hj)|a〉].
Π|a〉 ist definiert als:

Π|a〉 = Π|aL−1, aL−2, . . . , a1, a0〉 := |a0, a1, . . . , aL−2, aL−1〉 := |a〉. (C.2)

Dies bedeutet, daß Π die Bits in umgekehrter Reihenfolge anordnet.

Für das Zahlenbeispiel setzt man L = 2 (q = 2L ⇒ q = 22 = 4) und erhält damit
|a〉 = |a1〉|a0〉.
Hierfür soll gelten:

1√
4

3∑
c=0

ei2π ac
4 |c〉 = Π[H0S0,1H1|a〉]. (C.3)

Zunächst betrachtet man den linken Teil der Gleichung (C.3):

1√
4

3∑
c=0

ei2π ac
4 |c〉 =

1√
4
[|0〉+ ei2π a

4 |1〉+ ei2π 2a
4 |2〉+ ei2π 3a

4 |3〉].

Mit

|0〉 = |0〉|0〉
|1〉 = |0〉|1〉
|2〉 = |1〉|0〉
|3〉 = |1〉|1〉

ergibt sich:

1√
4
[|0〉|0〉+ ei2π a

4 |0〉|1〉+ ei2π 2a
4 |1〉|0〉+ ei2π 3a

4 |1〉|1〉].

Für den rechten Teil der Gleichung (C.3) ergibt sich:

|a1〉|a0〉 = |a1〉 ⊗ |a0〉 mit |a1〉 = α1|0〉+ β1|1〉

|a0〉 = α0|0〉+ β0|1〉

und |0〉 =

(
1
0

)
|1〉 =

(
0
1

)
,
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also |a1〉|a0〉 = α1α0|0〉|0〉+ α1β0|0〉|1〉+ β1α0|1〉|0〉+ β1β0|1〉|1〉.
Die Anwendungen der Transformationen H und S werden im folgenden einzeln
dargestellt. Man beginnt mit

H1|a〉 = H1|a1〉|a0〉 = α1α0
1√
2
(|0〉|0〉+ |1〉|0〉)

+ α1β0
1√
2
(|0〉|1〉+ |1〉|1〉)

+ β1α0
1√
2
(|0〉|0〉 − |1〉|0〉)

+ β1β0
1√
2
(|0〉|1〉 − |1〉|1〉).

(C.4)

Als nächstes wendet man auf Gleichung (C.4) die Transformation S0,1 an. Wenn sich
die Qubits im Zustand |1〉|1〉 befinden, erhält man einen zusätzlichen Phasenfaktor
ei π

2 = i:

S0,1H1|a〉 = 1√
2

[ α1α0(|0〉|0〉+ |1〉|0〉) + α1β0(|0〉|1〉+ i|1〉|1〉)
+ β1α0(|0〉|0〉 − |1〉|0〉) + β1β0(|0〉|1〉 − i|1〉|1〉) ].

Auf diesen Zustand wird nun noch H0 angewandt. Somit ergibt sich

H0S0,1H1|a〉 = 1√
4

[ (α1α0 + α1β0 + β1α0 + β1β0)(|0〉|0〉)
+ (α1α0 − α1β0 + β1α0 − β1β0)(|0〉|1〉)
+ (α1α0 + iα1β0 − β1α0 − iβ1β0)(|1〉|0〉)
+ (α1α0 − iα1β0 − β1α0 − iβ1β0)(|1〉|1〉) ].

Wie in (C.4) definiert gilt:

für a = 0 : |a〉 = |0〉|0〉 → α1 = 1; α0 = 1; β1 = 0; β0 = 0

=⇒ H0S0,1H1|a = 0〉 = 1√
4
[|0〉|0〉+ |1〉|0〉+ |0〉|1〉+ |1〉|1〉] ,

für a = 1 : |a〉 = |0〉|1〉 → α1 = 1; α0 = 0; β1 = 0; β0 = 1

=⇒ H0S0,1H1|a = 1〉 = 1√
4

[
|0〉|0〉+ ei2π 1

4
·1|1〉|0〉+ ei2π 2

4
·1|0〉|1〉+ ei2π 3

4
·1|1〉|1〉

]
,

für a = 2 : |a〉 = |1〉|0〉 → α1 = 0; α0 = 1; β1 = 1; β0 = 0

=⇒ H0S0,1H1|a = 2〉 = 1√
4

[
|0〉|0〉+ ei2π 1

4
·2|1〉|0〉+ ei2π 2

4
·2|0〉|1〉+ ei2π 3

4
·2|1〉|1〉

]
,

für a = 3 : |a〉 = |1〉|1〉 → α1 = 0; α0 = 0; β1 = 1; β0 = 1

=⇒ H0S0,1H1|a = 3〉 = 1√
4

[
|0〉|0〉+ ei2π 1

4
·3|1〉|0〉+ ei2π 2

4
·3|0〉|1〉+ ei2π 3

4
·3|1〉|1〉

]
.



C.2. Zahlenbeispiel für DFTq 73

Zusammengefaßt bedeutet dies

H0S0,1H1|a〉 =
1√
4

[
|0〉|0〉+ ei2π 1

4
·a|1〉|0〉+ ei2π 2

4
·a|0〉|1〉+ ei2π 3

4
·a|1〉|1〉

]
. (C.5)

Nach Definition (C.2) gilt für das hier betrachtete Zahlenbeispiel

Π|0〉|0〉 = |0〉|0〉; Π|1〉|0〉 = |0〉|1〉; Π|0〉|1〉 = |1〉|0〉; Π|1〉|1〉 = |1〉|1〉. (C.6)

Damit ergibt sich für die Gleichung (C.5) unter Anwendung von (C.6)

Π[H0S0,1H1|a〉] =
1√
4

[
|0〉|0〉+ ei2π 1

4
·a|0〉|1〉+ ei2π 2

4
·a|1〉|0〉+ ei2π 3

4
·a|1〉|1〉

]
,

also

DFT4|a〉 =
1√
4

3∑
c=0

ei2π ac
4 |c〉 = Π[H0S0,1H1|a〉],

was zu zeigen war.
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Anhang D

Programm zur Berechnung der
Periodizität und der
Wahrscheinlichkeitsverteilung

Das folgende Programm, geschrieben in der Programmiersprache C++, zeigt, wie
die diskrete Fouriertransformation explizit berechnet werden kann (siehe auch Ab-
bildungen 4.1 und 4.2).

#include <stdio.h>

#include <math.h>

#include <fstream.h>

#include <iostream.h>

#include <stdlib.h>

#include <Complex.h>

int main(int argc, char* argv[])

{

ofstream Result_fa, Result_fc;

double a, c, q, r, j, l;

Complex fa, fc;

Result_fa.open ( "QuantumDFT.fa", ios::out|ios::trunc);

Result_fc.open ( "QuantumDFT.fc", ios::out|ios::trunc);

q = 512; // ... fixed values

r = 6;

l = 3; // ... arbitrary value
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D. Programm zur Berechnung der Periodizität und der

Wahrscheinlichkeitsverteilung

for ( a=0; a<=q-1; a++ )

{

fa = Complex( 0 , 0);

for ( j=0; j<=q/r-1; j++ )

{

if ( a == j*r + l )

{

fa = Complex( sqrt(r/q), 0);

cout << "\n a = " << a << " , j = " << j

<< " , f(a) = " << fa << flush;

}

}

Result_fa << a << " \t" << real(fa) << " \t"

<< imag(fa) << " \n" << flush;

}

for ( c=0; c<=q-1; c++ )

{

fc = Complex( 0 , 0);

l = 0; // ... since we are not interested

// in the constant part !

for ( j=0; j<=q/r-1; j++ )

{

fc += Complex ( sqrt(r)/q * cos( 2.0*M_PI*(j*r+l)*c/q ),

sqrt(r)/q * sin( 2.0*M_PI*(j*r+l)*c/q ) );

}

Result_fc << c << " \t" << real(fc) << " \t"

<< imag(fc) << " \n" << flush;

}

}
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