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Kapitel 1

Photonen

1.1 Der Photoeffekt: Licht 16st Elektr onenausMetalloberflachen

Viele optischeExperimentesprecherdaflr, dassessichbeim Licht um eineelektromagnetisch@/elle
handelt.Experimentewie die Beugungam Gitter, am Einzel-undamDoppelspaltassersich als Inter-

ferenzerscheinungesrklaren,und Interferenzst ein typischesMerkmaleinerWelle. Wegendervielen
Bestatigungerdie die WellentheoriedesLichts in derOptik erfahrerhat,scheinersichZweifel anihrer
universellenGultigkeit fastvon selbstzu verbieten Dennochgibt esPhanomengjie sich der Erklarung
durchdie Wellentheorievidersetzen:

Experiment 1.1 (Hallwachs-Effekt): Eine frisch geschmirgelte Zinkplatte wird nach Abb. 1.1
auf ein Elektroskop gesteckt und durch einen kurzen Kontakt mit dem Minuspol einer Hoch-
spannungsquelle negativ aufgeladen. Danach wird die Platte mit dem Licht aus einer Queck-
silberdampflampe bestrahlt, das einen hohen Anteil an ultraviolettem Licht enthélt. Die Platte
entladt sich rasch (der Elektroskopausschlag geht auf Null zurlick). Dagegen entladt sich das
Elektroskop nicht, wenn man eine Glasplatte in den Strahlengang bringt.

Eine moglicheErklarungfur denAusgangdiesesVersuchedestehtdarin, dassElektronendasMetall

verlassenwennmanes mit Licht bestrahltDas Licht scheintElektronenausder Zinkplatte ,heraus-
zuschlagen{Abb. 1.2). Dieserklartden AbbaudesElektroneniberschussesfdernegativ geladenen
Platteund damit die EntladungdesElektroskopsAllerdings kann nur UV-Licht den Effekt auslosen,

UV-Lampe

Zinkplatte

Glasplatte

Abbildung1.1: VersuchsaufbamumHallwachs-Efekt (Experimentl.1)



einfallendes

ausgeldste Elektronen

Abbildung1.2: Licht 16st ElektronenausMetalloberflachen

wie dasEinfuhrender Glasplattezeigt. Eswird von der Glasplatteabsorbiertworaufhindie Entladung
nichtstattfindetSichtbared.icht kanndag@endie GlasplattdastungehinderpassiererDie Auslésung
von ElektronerauseinerMetalloberflachedurchLicht wird alsaufRerePhotoeffektbezeichnet.

Kann manden Effekt mit der WellentheoriedesLichts erklaren?Nach der Wellentheoriewerdendie
Elektronenvon der einfallenderLichtwelle zu Schwingungerangergt. Bei groRerellLichtintensiétist
auchdie elektrischeFeldstarkegréRer Dannsolltendie Elektronermit grofRererAmplitude schwingen,
sodasssieleichterausdemMetall abgelstvirden.

Diesstehtaberim Widerspruchzu denBeobachtungerBei der Bestrahlungnit sichtbareniicht wer
denkeineElektronenausgeltstselbstwenn mandie Intensitatsehrstark erhéht.Nur hochfrequentes
UV-Licht ist in der Lage, Elektronenauszuléserfund zwar selbstbei sehrniedrigerIntensitat).Die
WellentheoriedesLichts gerathierin Erklarungsschwierigkéen.

1.2 Deutung desPhotoeffektsmit Photonen

Um den Photoefekt zu erklaren,bendtigtman eine neuartigeModellvorstellurg von der Natur des
Lichts. In dem neuenModell stromt Licht nicht als kontinuierliche elektromagnetisch&negie von
der Lichtquelle weg, sondernals eine Vielzahl von Energieportionen, vergleichbareinemStrom von
Teilchen DieseEnegieportionemenntmanLichtquanteroderPhotonen Der Photoefekt wird in die-
semModell als, StoRR* zwischenPhotonerund ElektronengedeutetEin Elektronwird ausdemMetall
herausgeschlagewennesvon einemPhotongetrofenwird und dessergesamteéEnegie tibernimmt.

WelcheEigenschafteesitzendieselLichtquantenBeim Photoefekt ist ihr henorstechendstelglerk-
mal die Enegie, die sie an dasElektronlibertragenExperimentellhatsich gezeigt,dassdie Fahigkeit,
ElektronenauszultseifalsoEnegie zu Gbertragenum so gréRerist, je groRerdie Frequenzf desein-
gestrahlterLichtsist. Esist alsozu vermutendassdie Enegie der Photonemmit der Frequenavachst.
Wir stellendie Hypotheseauf, dassdie Enegie einesPhotongproportionalzu f ist: F¥ ~ f. Bezeichnet
mandie Proportionalitatsknstane mit i, erhaltmandie Beziehung

E=hf. (1.1)

Der Photoefekt wird dannfolgendermalRemit Hilfe derPhotonemorstellunggedeutet:

Beim Photoeffekt tr effen Photonenauf eine Metalloberflache. Wenn ein Photon auf ein
Elektron trifft, wird esabsorbiert. Die Energie h f desPhotonswird auf das Elektron
Ubertragen; mit der gewonnenerkEnergie kann dasElektron dasMetall verlassen.
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Abbildung 1.3: NachweisdesPhotostromsnit einerPhotozelle

Um die Metalloberflachevon innen nachausserzu zu Giberwinden,mussdas Elektron eine fir das
jeweilige Metall charakteristisch@rbeit leisten,die manAustrittsarbeit W4 nennt.Zusatzlichkénnen
die Elektronerbereitsim InnerndesMetallsdurchStolReEnegieverlusteerleiden.

Die Enegiebilanzsiehtdannfolgendermaleaus:Vor demProzesdesitztdasPhotondie Enegie i f.
NachdemVerlasserdesMetalls hatdasElektrondie AustrittsarbeitiV 4 geleistetund durchSté3edie
Enegie Ws abggebenEsgilt alsodie Bilanzgleichung:

hf = Fxin+ Wa+ Ws. (1.2)

Dadie Enegie W flr jedesausgelost&lektronunterschiedlichist, erhdltmanauchverschiedengverte
derkinetischenEnegie. Der maximalmaoglicheWert Eiin max der kinetischenEnegie tritt auf, wenn
Ws = 0ist. Furihn gilt demnach

Ekin,max — hf - Way. (13)

DieserMaximalwertvon Fy;, lasstsichim Experimentermitteln. Damitist auchdie Hypothesedass
die Enegie einesPhotongder Frequenzroportionalist, einemexperimentelleriTestzuganglich.

1.3 Experimentelle Uberpriifung der Energiebilanzund Bestimmungder
PlanckschenK onstanten

Um die Enegiebilanz(1.3) experimentellzu prufen,mussein Mess\erfahrergefunderwerdenmit dem
die kinetischeEnegie der Elektronenfir verschieden®hotonen-Engien’ f bestimmtwerdenkann.

Experiment 1.2: In einer evakuierten Réhre befinden sich zwei Elektroden (Abb. 1.3). Auf
die Kathode ist eine metallische Schicht (z. B. Kalium) aufgedampft. Die Anode besteht aus
einem Metallring und dient als Auffangelektrode flr die ausgelésten Elektronen. Man nennt
eine solche Roéhre eine Photozelle; die Metallschicht auf der Kathode wird auch als Photo-
schicht bezeichnet. Wird die Photoschicht von auf3en mit Licht bestrahlt, so zeigt das Uber
einen Messverstarker angeschlossene Amperemeter einen Strom Ipy, den Photostrom, an.

Im Unterschiedzu Experimentl.1 wurde hier ein Metall verwendetpei demder Photoefekt auchmit
sichtbarentLicht auftritt. Dasbedeutetdassschonbeisichtbareniicht ElektronenausdemMetall aus-
tretenkdnnen.Die ausgel6steilektronerwerdenzur Anodehingezogenin der Photoschichentsteht
durchdie fehlenderElektronenein LadungsdefizitEs wird dadurchausgeglichen,dasstiberdasAm-
peremeteElektronemachflieBenDieseElektronewerschielingwird als PhotostronVp;, registriert.
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Abbildung1.4: Gemessen&egenspannungeiiir verschieden&requenzen

Die BestimmungderkinetischenEnegie der Elektronengelingtmit der sogenannte@Gegenfeldmetho-
de. Dabeiwerdendie Elektronenauf demWeg zur Anodedurcheine Gegenspannung/, abgebremst.
DerPhotostromwird Null, wenndie Gegenspannungeradesoweit erhohtwird, dassauchdie schnell-

stenElektronendie PotentialdiferenzzwischenKathodeund Anode nicht mehr tiberwindenkdnnen.

Fur die Enegie der schnellsterElektronengilt dann Eyin max = €U,. Damit lasstsich die maximale

Elektronenenggie liberdie angelgte Gegenspannungestimmen.

Experiment 1.3: Die Kathode der Photozelle wird von mit einer Quecksilberdampflampe
beleuchtet. Um monochromatisches Licht zu erhalten, werden Interferenzfilter oder ein Ge-
radsichtprisma benutzt.> Fiir die verschiedenen Lichtfrequenzen werden die Gegenspannun-
gen U, bestimmt, bei denen der Photostrom verschwindet und die Messwerte in ein elU,-f-
Diagramm Ubertragen.

Da der Photostromrmur sehrallméhlichabfallt, ist esschwierig,denNullpunkt exakt festzuleggen.Man
stellt fest,dassdie fur verschieden&requenzenlesauffallendenLichts gemesseneWertefir die Ge-
genspannunguf einerGeraderliegen(Abb. 1.4). Dies stimmtmit Gleichung(1.3) Uberein,die umge-
formt die Gestaltder Geradengleichung

U, = hf— Wi (1.4)

besitzt.Die dieserGleichungzugrundeligendeHypothesedassdie Photonenengie proportionalzur
Frequenist, findetdamitihre BestatigungAus demVergleichder Geradengleichunmit dengemesse-
nenDatenkannmandie Werteder Konstanter: und W, ablesenDie Steigungder Geraderbestimmt
die Proportionalitatskntstante zwischenPhotonenengie und Frequenz Aus prazisenMessungen
emgibt sich derWertvon h zu h = 6,626 - 10~3* Js. Die fundamentaleéNaturkonstante: wird als
PlandksdesWrkungsquanum bezeichnetSie ist eine kennzeichnend&roRRefir dasAuftretenvon
Quantendtkten.

Die gemessen&eradeschneidetie f-Achsebei der sogenannteGrenzfequenzf,,. Fir sieist die
kinetischeEnegie Fiin max = €U, derausgelosteilektronenNull. Die Photoneneneie reichtdann

Man nutztdabeiaus,dassim Licht der Quecksilberdampflampeicht alle Frequenzerenthaltensind, sondermur ganz
bestimmte Auf diesesogenanntepektallinien wird im Zusammenhangit dem Aufbau der Atome nochausfihrlichein-

gegangen.



geradeaus,umdie AustrittsarbeitaufzubringenLicht mit einerFrequenz < f,, kannkeineElektronen
ausdembetrefendenMetall auslésenDie AustrittsarbeitiV 4 erhéaltmannachGleichung(1.4) durch
Extrapolationder GeradereumWert f = 0. Der Schnittpunktmit der Ordinateliegt beiel/, = —W 4.
AusAbb. 1.4liestmaneinenWertvon etwal,7 eV ah BenutztmanPhotozellenbei denerandereMe-
talle alsKalium auf die Kathodeaufgedampfsind, ergebensich Geradermit dergleichenSteigungwie
in Abb. 1.4,die aberwegenderverschiedeneAustrittsarbeiterandereAchsenschnittpukte aufweisen.

Mit demVersuchsaufbawon Experimentl.3lassersichweitereBelegefir die Photonentheoriinden:

Experiment 1.4: In Experiment 1.3 wird die Intensitét des Lichts, das auf die Photoschicht fallt,
abgeschwacht. Man beobachtet einen kleineren Photostrom, aber die Gegenspannung U, zur
Abbremsung der schnellsten Photoelektronen bleibt gleich.

Experimentl.4 zeigt, dassdie kinetischeEnegie der Photoelektronemur von der Frequenzind nicht
von der IntensitatdesLichts abhdngtNach der Photonentheoriést daseinsichtig,denndie Frequenz
bestimmtdie Photonenenegie. NachderklassischeWellentheoriehingegensollte Licht h6herernten-
sitdt mehrEnegie auf die Elektronentibertragenweshalbdie kinetischeEnegie der Photoelektronen
mit der Intensitadtzunehmersollte. DasVersuchsagebnisdeutetalsodaraufhin, dassbeim Photoefekt
die Enegiein einemquantenhafteiinzelprozessufdie Elektronenibertragerwird.

1.4 Impuls von Photonen

Die erfolgreichenterpretatiordesPhotoefektsmit Hilfe desPhotonenbagriffs legt eineTeilchentheorie
desLichts nahe Daflir sprichtauchein weitererexperimentelleBefund: Sie besitzereinenimpuls den

sieauf materielleTeilchenubertragerkdénnen.Daszeigtsichz. B. im PhanomemesStaubschweifson

Kometen Er ist immervon der Sonneweggerichtetweil die PhotonerdesSonnenlichteinenlmpuls

auf die StaubteilcheriibertragenDer direkte NachweisdesImpulsiibertragson Photonerauf Atome

gelang1933,als Otto FrischeinenStrahlausNatriumatomereur Seiteablenkerkonnte,indemer die

Atome mit dem Licht einer Natriumdampflampéestrahlte Heutzutagegehértdas Abbremsenoder

Beschleunigewon AtomendurchLaserlichtzur Routinein denPhysiklabors.

Der Impuls, den Strahlungauf Materie Gibertragt,ist mit der Strahlungsenegiie £ Uberdie Gleichung
p = E/c. Man kanndieseGleichungexperimentellbestatigensie lasstsich aberauchtheoretischaus
der Relatvitatstheorieherleiten.Mit ihr kann man denImpuls bestimmenden ein einzelnesPhoton
besitzt. Wir wissenbereits,dassein Photonmit der Frequenzf die Enegie F = © - f besitzt.Damit
erhaltmanemibt sich

p= h f (1.5)

c

Wir kdnnenunsereErgebnisseu Enegie undimpulsvon PhotonerfolgendermalRemusammenfassen.

Ein Photonder Frequenzf besitzteineEnergie E = h- f und einenlmpulsp = h- f/c.

Sosehrdie quantenhafté&bertragung/on Enegie und die ExistenzdesPhotonenimpulsesuf ein Teil-
chenmodelldesLichts hindeuten:Wie sind danndie zahlreichenBefundezur InterferenzdesLichts
einzuordnendie starkauf eine WellentheoriehindeutenSie lassensich nicht ohneweiteresmit einer
Teilchervorstellungerklaren.Man stellt sich zu Rechtdie Frage wasdasLicht dennnuneigentlichist:



Welle, Teilchen,oderetwasganzanderes®ellen- und Teilchervorstellungsind so verschiedengdass
mansichnichtvorstellenkann,dassbeidegleichzeitigzutrefen.

An dieserStelle zeigt sich zum erstenmal, dassdie begrifflichen Grundlagender Quantenmechanik
weitauskomplexer sind als die der klassischerPhysik. Eine eindeutigeAntwort auf die Frage,Welle
oderTeilchen?“ist in der Quantenphysikiicht méglich. Quantenobjektsind komplizierter Sielassen
sichnichtohneweiteresauf einederbeidenAlternativenfestlegen.

Ob sich bei einemPhotonWellen- oder Teilchenaspekteeigen,hangtvon dengenauerVersuchsum-
stédnderab, unterdenenesbeobachtewird. In einemderfolgendenAbschnittewird sich zeigen,dass
mitunter sehrkleine Veranderungean der Versuchsapparat@usreichenum vom Wellen- zum Teil-
chencharaktejumzuschalten“Die ,Entscheidung‘fur daseineoderfur dasanderebleibtjedochnicht
dem Zufall GberlassenMit der Quantenmechanildsstsich dasVerhaltenvon Photonerund anderen
Quantenobjektemorhersagemnd beschreibenin allen Experimentengdie bisheran Quantenobjekten
durchgefiihrivurden,hatsich UbereinstimmungwischenExperimentund theoretischeBeschreiling
emgeben.

Allerdingsist die Quantenmechanikeineanschaulich@heorie.Die korrekteBeschreilmngdesoftmals
seltsamanmutenderVerhaltensder Quantenobjektevird mit einergewissenAbstraktheiterkauft.Um
sich trotzdemin der Quantenweltzurechtzufindenist esnutzlich, zuersteinige bagriffliche Grundla-
genzuklaren,die dasVerstandnigler Gesetzmaligkeitem Quantenbereickrleichtern Dieswird im
nachsterbschnittunternommenwo derBegriff der,,dynamischerEigenschaftvon Quantenobjekten
eingefuhriwird.



Kapitel 2

Praparation dynamischerEigenschaften

Physikalisch@bjekte,die in einemExperimentuntersuchtverdensollen,missenvorherin einenvom
Experimentatogenatwbestimmterzustandyebrachtverden EsmuisserkontrollierteAnfangsbedinguo-
genhegestelltwerden Will manbeispielsweisén derMechanikdasGeset#ir die Bahnkune desho-
rizontalenWurfs UberprifenmusseineAbschusserrichtungheigestelltwerden die eserlaubt,Kugeln
gleicherMassemit moéglichstidentischerAnfangswertenvon Ort und Geschwindigkeiabzuschiel3en
(Abb. 2.1).

Ein Verfahren,mit dem Objekte in einen be-

stimmtenZustandgebrachtwerden,nenntman

Préaparation. Durch Praparatiorstellt manphy-

sikalischeSystemanit bestimmterEigenschaf-

ten her Die Abschusswerrichtungbeim horizon-

talenWurf prapariertz. B. Kugelnmit denbeiden
Eigenschaften,befindet sich am Abschussort
(z0, y0)" und,besitztdie Abschussgeschwindig
keit (Uls(), UyO)“-

Die durchPraparatiorheigestelltenEigenschaf-
ten sind nicht urveranderlich.Deshalbwerden
sie als ,dynamischeEigenschaften’bezeichnet.
Im Gegensatalazusindz. B. Ladungund Ruhe-
masseeineskElektronsunveranderlichpshandelt
sichdabeium dynamischeEigenschaften.

Abbildung 2.1: Praparatiorvon Ort und Geschwin-
In derklassischerPhysikist dasPraparierewvon  digkeit beimhorizontalenwWurf
EigenschafterphysikalischeiObjekte so selbst-
verstandlichgdassseltenausfuhrlichedaraufeinggangerwird. Dageyentaucherin derQuantenphysik
neuePhanomenauf, die esnétigmachendenBegriff derdynamischeikigenschafheuzuiiberdenken.
Dahersollenin diesemAbschnittdie begrifflichen Grundlagerbehandeliverden,die esermdglichen,
einenZugangzu denneuartigerProblemerder Quantenphysiku finden.

2.1 Prismenversuchmit Licht

Experiment 2.1: Leiten Sie in einem abgedunkelten Raum weil3es Licht von einer 12 V-Lampe
durch eine Spaltblende auf ein Prisma (Abb. 2.2 (a)). Auf dem Schirm sehen Sie das aus der

10
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Abbildung2.2: (a) AufspaltungeinesLichtbindelsm Prisma;(b)AusblendereinerbestimmterfFarbe
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Abbildung2.3: Testauf PraparatioreinerEigenschaft

elementaren Optik bekannte farbige Regenbogenspektrum. Sie kdnnen Licht einer bestimmten
Farbe herstellen, indem Sie hinter das Prisma eine weitere Spaltblende stellen, die nur das
Licht aus einem eng begrenzten Farbbereich (z. B. griin) durchlasst (Abb. 2.2 (b)).

Man vermutet,dassLicht einerbestimmtenFarbeeine Eigenstaft besitzt,die dazufiihrt, dassesim
Prismaum einenganzbestimmtenVinkel o abgelenkwird. DieseVermutungkannmanfolgenderma-
Rentesten:

Experiment 2.2: Lenken Sie das vorher erzeugte griine Lichtblindel durch ein zweites Prisma
auf den Schirm (Abb. 2.3). Sie werden sehen, dass es im zweiten Prisma nicht mehr aufgefa-
chert wird. Wie vermutet wird es um den gleichen Winkel o wie im ersten Prisma abgelenkt.t

Dasim Experimenterzeugtelicht einerbestimmtenSpektralfarbebesitztalso tatséchlichdie Eigen-
schaft,wird um einenbestimmtenVinkel abgelenkt“.DasweilieLicht derLampebesitztdieseEigen-
schaftnicht; eswird aufgefachertWie wir wissenist die in diesemExperimentgefundeneEigenschatft
mit einerandereridentisch:,besitzteinebestimmteNellenlange”.Die EigenschaftWellenlange“be-
stimmtdenAblenkwinkel ebensawie die EigenschaftFarbe”. Auch ohnedieszu wissenkdnntenwir
durchdasmethodisché&/orgeherbei demExperiment_icht herstellendasdie EigenschaffWellenlan-
ge“ besitzt.Dadurchkannmanauchin physikalischurvertrautererSituationergigenschaftemanalysie-
ren,ohnedie physikalischerHintergriindeim Detail kennenzu miissen.

Analysierenwir dasVerfahrenm Hinblick aufdenBegriff der Préparation:

'DerWinkel, umdenderStrahlabgelenkiird, hangtnatiirlichvom Einfallswinkelauf dasPrismaab Nur wenndieserbei
beidenPrismendergleicheist, wird der Strahlin beidenPrismenum dengleichenWinkel abgelenkt.

11
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Abbildung2.4: DurchgelassenamdreflektierterStrahlam halbdurchlassigeSpiegel

1. Die BlendehinterdemerstenPrismalasstnur Licht durch,dasum einenbestimmtenVinkel ab-
gelenktwurde (vgl. Abb. 2.2 (b)). Dasdurchgelassenkicht besitztdie dynamischeEigenschaft
~wird umeinenbestimmtenVinkel abgelenkt“ PrismaundBlendehaberLicht mit dieserEigen-
schaftprapariert.

2. Daszweite Prismahat eine andereFunktion. Es dient als Test um zu bestéatigendasswirklich
einePréaparatiorstattgefundeat.

Dashier aufgezeigte/erfahrenausPréaparatiorund Testkannganzallgemeinangevandtwerden.Zu-

nachstversuchtman,aneinemphysikalischerObjekt (z. B. Licht oderElektron)einebestimmtedyna-
mischeEigenschaf(z. B. WellenlangeoderkinetischeEneggie) herzustellenUm sicherzustellendass
esdie gewunschteEigenschaftatséachlictbesitzt fuhrt manein zweites(evtl. gleichartigesgxperiment
durch,dasdieseEigenschaftiberpriift.BesitztdasObjektdie Eigenschaftzeigtessiein diesemTest.

Wennmanmit Sicherheitvorhersagetkann,dassein TesteinebestimmterEigenschafbestatigtdann

ist die Vorstellungerlaubt,dassdasObjekt dieseEigenschaftvirklich besitzt siealsodemObjektauch

unabhangigrom Testzukommt.Wir werdenspatersehendassim Bereichder Quantenphysildiese
Vorschriftsehrgenawbeachtetverdenmuss Eswird sichherausstellerdassesFallegibt, in denerman

in Widerspruchzu den Phanomenegerat,wenn man Quantenobjekterine Eigenschafunabhangig
von einerPraparationeinemTestodereinerMessungzuschreibt.

2.2 Halbdur chléassigerSpiegel(Strahlteiler)

Betrachtenwir ein zweitesBeispielfiir die Frage,ob einedynamischeEigenschafvorhanderist oder
nicht:

Experiment 2.3: Senden Sie Licht wird unter einem Winkel von 45° auf einen Strahlteiler
(einen halbdurchlassigen Spiegel; Abb. 2.4). Das Licht wird teilweise durchgelassen und teil-
weise reflektiert. Durchgelassener und reflektierter Strahl besitzen die gleiche Intensitat.

Besitztderdurchgelassen&nteil desLichts einebesonder&igenschaftdie dazufuhrt, dasser durch-
gelasserwird? Hat der StrahlteilereinenStrahl mit der Eigenschaftwird durchgelassenprapariert?
DieseFragekénnenwir mit demallgemeinenSchemavon Préparatiorund TestbeantwortenStellen
Siedazuin dendurchgelassenegtrahleinenzweitenStrahlteiler Er stellt denTestdar Wennsichim
durchgelassenestrahlnur Licht mit derEigenschafiwird durchgelasseriefindetdannmusssichdie-
seEigenschaftm Testzeigen.Am zweitenStrahlteilermisstedannallesLicht durchgelassewerden;
nichtsdarfreflektiertwerden.

Experiment 2.4: Leiten Sie den durchgelassenen Strahl auf einen zweiten Strahlteiler (Abb.
2.5). Er wird erneut in einen durchgelassenen und einen reflektierten Anteil aufgespalten.
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Abbildung2.5: Test:WurdeamdurchgelassenebtrahleineEigenschafprapariert?

Abbildung2.6: Herstellungvon polarisiertermiicht

DasVersuchsagebniszeigt,dassderdurchgelassengtrahlkeineEigenschaftwird durchgelassertie-
sessemat.Ein Strahlteilerfiihrt keinesolchePraparatiordurch. TatsachlickkannmaneinenLichtstrahl
garnichtsopraparierendasser ganzlichdurcheinenhalbdurchlassige8piggel durchgelassewird.

2.3 Polarisation

Experiment 2.5: Beleuchten Sie mit dem Licht einer 12 V-Lampe Experimentierleuchte ein
waagerecht eingestelltes Polarisationsfilter (Abb. 2.6). Das Licht (Intensitat .J;) wird durch das
Polarisationsfilter abgeschwéacht; der durchgelassene Anteil besitzt etwa die halbe Intensitéat
des urspriinglichen Lichts (J, = %JL).

Das Polarisationsfiltehat etwa die Hélfte desLichts absorbiert Wieder stellt sich die Frage:Wurde
am durchggangenAnteil eine Eigenschaftprapariert?Auch dieseFragelasstsich nachdem vorher
angevandtenallgemeinerSchemdlaren.

Experiment 2.6: Stellen Sie ein zweites waagerecht eingestelltes Polarisationsfilter in den
Strahlengang (Abb. 2.7). Sie werden keine merkliche Abschwé&chung der Lichtintensitat beob-
achten; sowohl vor als auch hinter dem zweiten Polarisationsfilter ist die Intensitat J = .J,.

Das Experimentszeigt, dassdaserstePolarisationsfilteam Licht der Lampeeine Eigenschafprapa-
riert hat. Siewird Polarisation genanntDaswaagerecheingestelltePolarisationsfiltehat waageedt
polarisiertesLicht heigestellt. Daszweite Polarisationsfiltedientals Testfur die Eigenschaftwaage-
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Abbildung2.7: Testauf Praparatiorder Eigenschaffwaagerechpolarisiert"

Abbildung2.8: Waagerechtendsenkrechtdolarisation

rechtpolarisiert*. Dasvom erstenPolarisationsfilteauf dieseEigenschafpraparierteLicht konntees
ungehinderpassieren.

Experiment 2.7: Nun werden beide Polarisationsfilter zunachst senkrecht gestellt. Wieder wird
das Licht im zweiten Polarisationsfilter fast ungehindert durchgelassen. Wenn Sie das erste Fil-
ter langsam in die waagerechte Stellung drehen, wird die Intensitat immer kleiner, bis schliel3-
lich fast kein Licht mehr durchgelassen wird (Abb. 2.8).

Im erstenTeil desVersuchswurde Licht mit einerandererEigenschafiprapariert,namlich senkedt
polarisiertesLicht. Der Testmit dem zweitensenkrechigestelltenPolarisationsfiltezeigt, dassauch
dieseineEigenschaftlesLichtsist.

Im zweitenTeil des ExperimentspassiertetwasNeues.Nachdemdas erstePolarisationsfilteiin die
waagerechtestellung gedrehtwurde, prapariertes waagerechpolarisiertesLicht. DiesesLicht fallt
auf dassenkrecheingestelltezweite PolarisationsfilterdaseinenTestflr die Eigenschaft,senkrecht
polarisiert” darstellt. Der Ausgangdes Testsist eindeutig: WaagerechpolarisiertesLicht besitztdie
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Abbildung2.9: Modellversuchzur Polarisation

i B
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waagerecht polarisiertes Licht
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senkrecht polarisiertes Licht

Abbildung2.10:Waagerechtindsenkrechpolarisierted.icht

Eigenschaftsenkrechpolarisiert“nicht. Die beidendynamischertigenschaftesindnichtgleichzeitig
praparierbarEs handeltsichum einanderausstlieRendeEigensbaften

In der WellentheoriedesLichts kannmansich die Eigenschaft,Polarisation“und die Wirkungsweise
einesPolarisationsfiltersnit einemModellversuchveranschaulichen:

Experiment 2.8: Zwei Stativstangen werden wie in Abb. 2.9 verbunden und in senkrechter
Stellung befestigt. Mit einem Seil werden Wellen in senkrechter Richtung erzeugt. Die Seilwel-
len kdnnen das ,Filter* ungehindert passieren. Waagerechte Seilwellen werden dagegen von
den Stativstangen aufgehalten (,absorbiert).

Bei den Seilwellenhangtesvon der Shwingungsrititungab, ob die Welle durchgelassewird oder
nicht. Die EigenschaftPolarisation“desLichtslasstsichanalogerklaren wennmanaufdie Vorstellung
von Licht als einer elektromagnetischelelle Bezugnimmt. Hier ist esdie Schwingungsebendes
elektrischenFelds, welche die Polarisationsrichtug des Lichts bestimmt(Abb. 2.10). Schwingtdas
elektrische~eldin waagerechteRichtung handeltessichumwaagerechpolarisierted.icht. Allgemein
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lasstsich dasfolgendermafieformulieren:BesitztdaselektrischeFeld einerLichtwelle ausschlieRRlich
eineKomponenten einebestimmteRaumrichtungist dasLicht in dieserRichtungpolarisiert.

16



Kapitel 3

Wellenund Tellchen

3.1 Licht im Interfer ometer

Einerderinteressantesteind ratselhaftesteAspekteder Quantenmechaniist die Tatsachegasssich
PhotonerundandereQuantenobjektantergewissenUmstandenwvie Wellenundunteranderermstén-
denwie TeilchenverhaltenDiesersogenannt®\elle-Teilchen-Dualismusvurdebereitsin Abschnittl.4
angesprocherDer Versuch,ein tieferesVerstandnislieseseigenartigerQuantenerhaltenszu gewin-

nen,soll GegenstandierfolgendenAbschnittesein.

Spiegel Strahlteiler 2

A %
Weg A
] Weg B /

Laser Strahlteiler 1 Spiegel

Schirm

Abbildung3.1: Mach-Zehndetnterferometer

Ein charakteristischesMerkmal fur Wellerverhaltenist das Auftreten von Interferenz Betrach-
ten wir deshalb einen Versuchsaufbaubei dem die Interferenz im Vordegrund steht: ein
Interferometer Der folgende Versuch ist als Realexperiment durchfiihrbar wenn ein Interfe-
rometer zur Verfugung steht’ Andernfalls kann der Versuch als Computersimulationdurch-
gefuhrt werden (Das Programm Interferometeexe kann von htt p://ww. physi K. uni -

nmuenchen. de/ sekti on/ di dakt i k/ Conput er heruntegeladenverden).

Experiment 3.1 (Realexperiment oder Computer simulation): Abb. 3.1 zeigt den Aufbau
eines Mach-Zehnder-Interferometers. Das Licht eines Lasers fallt auf einen Strahlteiler (einen

!Die Versuchdém vorliegendenAbschnittwerdenamMach-Zehndetinterferometebesprocherdadiesesineneinfachzu
durchschauettenAufbau besitzt.Sollte jedochein Michelson-Interferometevorhandersein, ist dasExperimentauchdamit
durchfuhrbar
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Abbildung3.2: Interferenzmustebei intensvemLaserlicht

halbdurchlassigen Spiegel) und wird von diesem in zwei Anteile aufgespalten, die entlang
verschiedener Wege laufen (Weg A und Weg B). Beide Teilstrahlen werden durch Spiegel um
90° umgelenkt. An ihrem Schnittpunkt steht ein weiterer Strahlteiler, der die beiden Teilstrahlen
wieder ,mischt".

Schalten Sie den Laser ein (mit der Maus auf den Einschaltknopf driicken). Auf dem Schirm
erscheint ein Muster aus konzentrischen Kreisen (Abb. 3.2)

DasWesentlicheam Interferometeiist, dassdasLicht in zwei Teilstrahlenaufgespalterwird, die auf
verschiedeneMegen laufen, bis sie vom zweiten Strahlteilerwieder zusammengefuhmverden.Die
Gangunterschiedélje sich auf denverschiedenelVegenvon der Quellezum Schirmergeben fihren
zu eineminterfer enzmuster

Experiment3.list ein Interferenzeperiment,esdemonstriertlsodie WelleneigenschafterdesLichts.
Andererseitsvissenwir, dassdiesnochnichtdieganzéNahrheitist. Im Photoefekt (Kapitel 1) hatLicht
auchTeilcheneigenschaftemgezeigt.Diesfuhrte zur Modellvorstellungvon Licht alseinemStromvon
EnegiequantengdenPhotonen.

EswareeinespannendéngeleggenheitwennmandasExperimenmit einzelnerPhotonerdurchfiihren
konnte.Was wiirde dannpassieren Konnte man Welleneigenschaftennd Teilcheneigenschafteim
gleichen ExperimentbeobachtenWurdendie beidenVerhaltensweiseirgendwiekoexistieren?Oder
schlieRersie sich gegenseitigaus?Wir solltenversuchendasExperimenttatsachlichdurchzufihren,
umdieseinteressantefragerzu beantworten.

3.2 Vom Lichtstrahl zu einzelnenPhotonen

Um Experimentanit einzelnerPhotonerdurchzufihrengnussmandasLicht extrem ,verdinnen“Die
Frageist: Wie stellt man derartigesLicht her und wie weist man es nach?Die Erzeugungist nicht
schwierig:

Experiment 3.2: In einem gut abgedunkelten Raum wird vor einen Laser ein Graufilter nach
dem anderen gestellt, so lange bis das Licht nicht mehr zu erkennen ist (Abb. 3.3).

Mit jedemGraufilterwird dasLicht weiter abgeschwachbis die IntensitatschlieRlichso geringist,
dassman nichts mehrwahrnimmt.EinzelnePhotonensiehtmandabeiabernicht. ,Schuld” daranist
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Abbildung3.3: Abschwéchemwon Laserlicht

abernichtunserAuge, sonderrdasvisuelleNernensystemgasfur die Verarbeitung/on optischerRei-

zen zustandigist. Tatsachlichkonnte nachg&iesenwerden,dassdie Stabchenin der menschlichen
Netzhautauf einzelnePhotonerreagierenDie VerschaltunglerNerven,die von derNetzhauzumGe-

hirn fihren,machtesabernotwendig,dassinnerhalbvon 100 ms etwa9 Photonernn einemgewissen
Netzhautbereichegistriertwerden damitein Signalins Gehirnweitergeleitetwird.

DasProblembestehtalsoim Nachweisder PhotonenDasbloReAuge ist nicht dazugeeignetginzel-
ne PhotonemachzuweiserEin Gerat,mit demdiesgelingt, ist ein CCD-Elementwie esz. B. auch
in Videokameraserwendetwird. Ein CCD-Elementist eine flachenhafteAnordnungvon Halbleiter
Detektorbausteinemlie die PhotonemachweisenEmpfindlicheCCD-Element&kdnnensogareinzelne
Photonerregistrieren.Der Ort, wo die Photonerauftrefen, wird elektronischgespeichertso dassdie
raumlicheVerteilungderPhotonersichtbargemachiverdenkann.

Damit sinddie Grundworaussetzungeerfillt, um optischeExperimentamit einzelnenPhotonerdisku-
tierenzu kdnnen.Da solcheExperimenteals Realexperimentenur sehrschwierigdurchzufiihrersind,
musserwir zur Computersimulatiodibegehenlm SimulationsprogramrkannmanzwischendemLa-
serundderQuellefir einzelnePhotonereinfachper Mausklickumschalten.

3.3 Interfer ometrie mit einzelnenPhotonen

Fuhrenwir dasobenbetrachteténterferenzgperimentnunalsomit einzelnerPhotonerdurch

Experiment 3.3 (Computer simulation): Starten Sie das Interferometer-Simulations-
programm. Wahlen Sie an der Lichtquelle ,einzelne Photonen® aus und schalten Sie die Quelle
ein. Sie werden bemerken, dass jedes Photon nur einen einzelnen Detektorbaustein auf dem
CCD-Element anspricht. Die rdumliche Verteilung, die sich nach dem Nachweis von nur we-
nigen Photonen ergibt, ist in Abb. 3.4 gezeigt. Sie weist scheinbar keinerlei RegelmaRigkeit
auf.

Wenn die Zahl der registrierten Photonen langsam ansteigt, sehen Sie, wie sich aus den
Spuren der einzeln nachgewiesenen Photonen langsam ein Muster herausbildet. Es handelt
sich um das kreisformige Interferenzmuster, das schon in Experiment 3.1 mit intensivem Licht
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Abbildung3.4: VerteilungwenigernachgaieseneiPhotonen

beobachtet wurde. Abbildung 3.5 zeigt den allmahlichen Aufbau des Musters aus einzelnen
Photonen-,Einschlagen®.

DiesesExperimentist ein Beispielfur den,Dualismus” von Welle und Teilchenfur PhotonenJedes
PhotoniibertragtseineganzeEnegie auf eineneinzigenDetektorbausteinEin solchesVerhalten bei

demeineWechselwirkungyganzlokalisierterfolgt, ist typischfiir Teilchen.Eine Welle ist daggeniiber
denganzerBereichausgedehnSiewirdeihre Enegie gleichmaRigverteilen.Siewilrdealsoeinegan-

ze Anzahlvon DetektorbausteineansprecherDasInterferenzmustewarevon Anfang anvorhanden,
wennauchin abgeschwachtétorm.

AberauchdasTeilchenmodelteichtalleinenichtaus,um dasExperimentzu erklaren DasInterferenz-
muster dassichausvielenEinzeleinschlagexon Photoneraufbaut,ist ein charakteristischelslerkmal
einerWelle. Esist nicht klar, wie ein Teilchenmodelldie EntstehungliesesMusterserklarenkonnte.
Diesillustriert nocheinmaldeutlich: Eine einfadhe Alternativezwistien\Welle und Teilchengibt esin

der Quantenmetaniknicht (vgl. Abschnitt1.4).

Esist nicht moglich, dasphysikalischeVerhalten von Photonenin einemreinenTeilchen-
oder Wellenmodell zu bescheiben. Eine befriedigendeErklarung mussElementebeider
Modelle in sichvereinigen.

Abbildung3.5: AufbaudesinterferenzmusterausdenSpurereinzelnePhotonen
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Abbildung 3.6: Mach-Zehndetnterferometemit Polarisationsfiltern

Man kanndenscheinbarerKonflikt zwischenWellen- und Teilcherverhaltensogarnoch verscharfen.
Wir stellenuns dazueine Serievon Experimentmit einzelnenPhotonenvor. Das heisst,dassin je-

demExperimentur eineeinzelnedPhotonnachg&viesenwird. Die Experimentesollenzeitlich soweit

auseinanderligen,dalRein gegenseitigeEinfluB ausgeschlossast. In jedemdieserEinzelexperimente
findetmaneinenFleck,dervom NachweisdesPhotongherriihrt.Er befindetsichan einervermeintlich
zufalligen Stelle. Notiert man bei jedemdieserExperimentedie Koordinatender Fleckeund tragt sie

in eingemeinsameBiagrammein, zeigtsichin denEintragungereinetberraschendstruktur:dasbe-

kanntelnterferenzmuste©Obwohljedesder Experimentdur sichnureineneinzelnerFlecklieferte,der

sicherlichnicht als ein Wellenphdnomewderals ein abgeschwachtdaterferenzbildaufgefalwerden
kann,liefert die GesamtheitlerunabhangigeExperimentalaswellentypischeBeugungsmuster

3.4 Kann man einemPhoton einenWegzuschreiben?

Die Tatsachedassim selbenExperimentsonohl Wellen-als auchTeilcheneigenschaftesichtbarwer-
den,ist schonrechteigentiimlichin der Tat verhaltensich Photonerabernochviel erstaunlicherBeim
NachweisregenPhotonemur eineneinzigenDetektorbausteian.Dirfenwir sie unsinnerhalbdesin-
terferometersihnlichgutlokalisiert(alsoteilchenhaftiorstellenAWenndasder Fall ware,misstgedes
einzelnePhotonentwederauf Weg A oderauf Weg B in Abb. 3.1 zum Detektorgekommersein (und
zwarnur auf einemderbeidenWege).

Um dieszu klaren,benutzerwir denBegriff der dynamischerkigenschaftWir fragen,ob ein Photon
innerhalbdesInterferometerglie Eigenschaft,Weg“ besitzt.Dasist sicherdannder Fall, wennman
an jedemPhotoneine Markierung anbringenkann, die eine EntscheidungwischenWeg A und Weg
B erlaubt.Um die Photonenzu markieren,kann man die Eigenschaft,Polarisation” benutzen(vgl.
Abschnitt2.3). Dazuzunéchsetin Vorversuch:

Experiment 3.4 (Computer simulation): Klicken Sie auf den Labortisch. Ein Fenster er-
scheint, in dem Sie die Konfiguration des Labors verandern kdnnen. Aktivieren Sie das Po-
larisationsfilter in jedem der beiden Interferometerwege. Mit den Hebeln an den Polarisations-
filtern kdnnen Sie mit der Maus die jeweilige Polarisationsrichtung einstellen. Stellen Sie beide
Polarisationsfilter zunachst senkrecht ein und schalten Sie die Quelle ein. Sie werden feststel-
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len, dass sich wie in Versuch 3.3 aus den ,Einschlagen” vieler einzelner Photonen nach und
nach das Interferenzmuster zusammensetzt. Das gleiche Resultat ergibt sich, wenn wir beide
Polarisationsfilter in waagerechte Stellung bringen und das Experiment wiederholen.

DasEinbringenderbeidengleich eingestellterPolarisationsfiltehatandemErgebnisdesExperiments
nichtsveréndertDer einzigeUnterschiedu ExperimenB.3ist, dasgdie Polarisationsfilterm Mittel die
Halfte derPhotonerabsorbierensodasseslangerdauertbis sichdasinterferenzmustezusammensetzt.

Nun kdnnenwir zum eigentlichinteressantePunktkommen.Wir markierenmit denPolarisationsfil-
terndie beidenWege A und B. Dazuwird dasPolarisationsfiltein Weg B waagerecheingestelltdas
Polarisationsfiltem Weg A bleibt senkrechtingestellt.

JedesPhotontragt nun eine Markierung,ausder wir zurAckschlieBerkdnnen,welchesPolarisations-
filter espassierhat. Uberlegenwir uns,waswir folgernkTnnen,wennwir ein senkrechpolarisiertes
Photonauf dem SchirmnachweisenEs mussoffenbarauf Weg A zum Detektorgekommersein.Weg
B scheidetwus,denndasPolarisationsfilterst dortwaagerecheingestellundwirdekein senkrechpo-
larisiertesPhotondurchlassenDurch Messungder Polarisationsrichtng kdnnenwir fir jedeseinzelne
Photorentscheidemb esPolarisationsfilteA oderB passierhat.Sowird die EigenschaftWeg*“ durch
die Polarisatiormarkiert.

Die Frageist: Hat die Tatsachedassman von jedem Photonsagenkann, dasses entwederWeg A
oder Weg B genommerhat, irgendwelcheAuswirkungenauf das Versuchseagebnis?Fihrenwir das
Experimendurch:

Experiment 3.5 (Computer simulation): Bringen Sie das in Weg B befindliche Polarisationsfil-
ter in waagerechte Stellung und schalten Sie die Quelle ein. Wieder regt jedes einzelne Photon
nur einen Detektorbaustein an. Aus den Spuren vieler Photonen bildet sich jedoch kein Inter-
ferenzmuster, sondern eine strukturlose Verteilung (Abb. 3.5).

Vemleichenwir die Experimente3.4 und 3.5: Das einfacheVerstellendesPolarisationsfiltersn Weg
B von der senkrechterin die waagerecht&tellunghat ausgereichtum dasinterferenzmusteru ver-
hindern.Der kleine, aberwesentlichdJnterschiediegt darin, dassmanim zweitenExperimentedem
Photon,dasam Detektoreintrifft, die EigenschaftWeg“ zuschreiberkann,d. h. mankannmit Sicher
heit sagendasseseinenderbeidenWege genommerhat.

Umgekehrkdnnenwir schlieRern- unddasist daseigentlichErstaunlichébeidiesemExperimentBeim
Experimentohne Polarisationsfiltetbesitzendie Photonendie Eigenschaft,Weg“ nicht. Es ist nicht
erlaubt, sich vorzustellendassein bestimmtesPhotongenaueinender beidenWege genommerhat.
DennpragtmandemPhotoneine Weginformationauf, erh@ltmankein Interferenzmuster

Dabeimachtesnichtsaus,dassm Detektordie Polarisatiorder Photonergarnichtgemessewird. Es
ist ausreichendgdassdie Photonerdie Information iberdenWeg in sichtragen,um die Interferenzzu
verhindern.

Allgemeinlasstsichsagen:

In der Quantenmechanikist esmdglich, dasseinem Quantenobjekt eine bestimmte Ei-
genschaft(z. B. ,WegA" oder ,WegB") nicht zugeschriebernwerdenkann.

Man kannsich diesauchauf anschaulichért plausibelmachen:n Experiment3.4, wo sich dasin-

terferenzmustereigte,gab es Stellenauf dem Schirm, an denenkein einzigesPhotonnachgeviesen
wurde.In Experiment3.5 fandenwir andiesesStellendaggenPhotonenStellenwir unsein Photon
nun als lokalisiertesGebildevorstellen,dasauf einemder beidenWege , z. B. Weg A, entlanglauft.
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DannmussesaufirgendeinéMeise,wissen®, wie dasPolarisationsfiltein Weg B steht,dennje nach
dessersstellungmussesdie leerenStellenvermeidenodernicht. Esist nicht leicht, sichauszumalen,
wie dasPhotondas,Wissen“liberdie StellungdesPolarisationsfiltersm andererArm erlangthaben
kann(Abb.). Die Vorstellungvom PhotonalseinemlokalisiertenGebilde dasentwederaufWeg A oder
auf Weg B zum Schirmgelangt,gerathierin SchwierigkeitenDie Quantenmechanikagt,dasswir sie
aufgebemuissen.

3.5 Teilt sichdasPhoton?

Wir haberbishergesehendassmanein Photonim Interferometemwederals TeilchennochalsWelle be-
trachterkann.Ebensalarfmanihm die EigenschaftfWeg* zuschreibernEin naheligenderAusweg, um
dasVerhaltender Photonertrotzdemmit anschaulichemegriffen zu beschreibenist die Vorstellung,
dasssich ein Photonam erstenhalbdurchlassigeBpiggel irgendwie,aufspaltet.Die getrennterieile
desPhotons- sokdnntemansichvorstellen-wirdendannaufverschiedenelegenzumzweitenhalb-
durchlassigerspiegel gelangerund sich dort wiedervereinigen DieseVorstellungbdte eine elegante
LésungdesProblemslhr einzigerNachteilist: Sieist falsch.Man kannexperimentelldemonstrieren,
dassbei einerMessungkeine,halben* Photonergefundernwerden.

Experiment 3.6 (Computer simulation): Stellen Sie wie in Abb. 3.7 in die beiden Wege des
Mach-Zehnder-Interferometers wird je einen Photonendetektor (Mit der Maus auf den Labor-
tisch klicken und die Photonendetektor auswahlen). Schalten Sie die Lichtquelle ein und lassen
Sie sie einzelne Photonen emittieren. An den Detektoren blinkt ein Signal auf, wenn ein Pho-
ton nachgewiesen wurde. Es spricht jeweils nur einer der beiden Detektoren an, niemals beide
gleichzeitig. Mehrere ,Teile* von Photonen werden demnach nicht gefunden.

PhotonerspaltersichalsoandemhalbdurchlassigeS8piegelim Interferometenichtin ,Teile" auf. Bei
einerMessungwird ein Photonimmer nur als Ganzesn einemderWege A oderB gefunden.

Die Ergebnisseson Experiment3.5 und 3.6 scheinersich zundchstzu widersprechenExperiment3.5
sagt,dassmaneinemPhotonkeinenWeg zuordnerkann,wohingegenExperiment3.6 zeigt, dassman
beieinerMessungmmer einganzed?hotonin einemderWege A oderB findet. Eshandeltsichhierbei
jedochnicht um einenWiderspruch sondernum einenzentralenZug der Quantenmechanik®bwohl
ein Photonim Interferometekeineder EigenschaftenWeg A* oder,Weg B* besitzt,wird esbeieiner
Messungmmeralsganzesn einemder Arme gefundenDer Begriff derMessungstelltin derQuanten-
mechaniknicht mehreine einfacheZurkenntnismhmeeinerdemQuantenobjekbereitszukommenden
Eigenschafdar Sie stelltim allgemeinereinenicht zu vernachlassigendBeeinflussungles Systems
dar. Bevor wir in dennachfolgendeiKapitelnzu einertiefegehende\nalysedieserProblemdibege-
hen,soll hier einevorlaufigeFormulierungdiesesGrundprinzipggegebenwerden:

Obwohl ein Quantenobjekt eine Eigenschaft(z. B. ,W egim Interfer ometer”) nicht besit-
zenmuss,wird bei einer Messungdieser Eigenschaftimmer ein bestimmter Wert gefun-
den(z.B.,WegA"“ oder ,WegB").
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Kapitel 4

Die statistischenAussagerder
Quantentheorie

4.1 Doppelspaltexperimentmit einzelnenPhotonen

Ein Experimentdasin dennachfolgenderKapitelnimmer wiederbetrachtetverdenwird, ist dasaus
derOptik bekanntdDoppelspaltexperiment

Experiment 4.1: Verdunkeln Sie den Raum und lassen Sie das Licht eines Lasers auf einen
Doppelspalt fallen. Sie werden ein ahnliches Muster wie in Abb. 4.1 sehen.

Abbildung4.1: Doppelspaltersuchmit Laserlicht

In derklassischer®ptik wird dasbeobachtet®lusterdadurcherklart,dassvon beidenSpaltenElemen-
tarwellenausgehemnd miteinandeinterferieren Ahnlich wie dasinterferenzmustein Experiment3.1
(Mach-zZehndetnterferometer)st dieserVersuchein Beispielfur die Interferenzvon Licht — einetypi-

scheWelleneigenschatft.

Genauwie beim InterferometeiVersuchwollen wir diesesExperimentnun mit einzelnenPhotonen
durchfihren,um auchhier die charakteristischegquantenmechanischdtigenheiterkennenzulernen.
Wie sich vor allemin Kapitel 6 zeigenwird, gibt esbeim Doppelspalt-Experimergine ganzeMenge
merkwuirdigerQuantenerscheinungen entdecken.

DaeinrealesDoppelspalt-Experimemhit einzelnerPhotonerewarmdglich,aberdochsehraufwendig
ist, greifenwir auchhier zur Computersimulation.InstallierenSie dasSimulationsprogramnDoppel-
spalt* nunauflhremRechneiDatei,Doppelspalt_V31.re" ausfilhrenundstartenSiees.

!SiekénnendasProgramm,Doppelspalt“von der Webseite:
http://ww. physi k. uni - mnuenchen. de/ sekti on/ di dakti k/ Conput er/ Doppel spal t herunterladen.
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Abbildung4.2: Das, interaktive Labor” im Simulationsprogrammum Doppelspalt-Experiment

DasSimulationsprogramratelltein interaktives,Labor” zur Verfigung Man kanndie experimentellen
Parametewrariierenundihren Einflussauf dasErgebnisdesExperimentaintersuchen.

Das,Labor* bestehim wesentlichermusdrei KomponenterfAbb. 4.2):

e einerQuelle,die verschiedenérten von QuantenobjekteliElektronen,Photonen Atome) und
klassischerObjektenaussenderkann. Klickt man mit der Maus auf die Quelle, erscheintein
Menu,in demmandie Art derausgesendetédbjekteundihre Enegie einstellerkann;

o derBlendemit einemDoppel-oderEinfachspaltderenBreite und Abstandebenfallseinstellbar
sind;

e demSchirm,auf demderNachweiserfolgt.

Beim Aufruf desProgrammsst zusatzlicheine LichtquellezwischenBlendeund Schirmsichtbar Sie
wird erstspaterbendtigtundkannim Momentunbeachtebleiben.

NehmernsSie sicheinenAugenblickZeit und probierenSiedasProgrammaus.Sie kdnnendie Quellein
der Schaltflacheechtsuntenoderdurch Mausklick auf den Schalterin der ZuleitungeinschaltenBei
Unklarheiterkannlhnendie Hilfefunktion weiterhelfen.
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Abbildung4.3: Allmahlicher AufbaudesDoppelspalt-Interferenzmusteaisiseinzelnen,Einschlagen”

4.2 Das Doppelspaltexperimentmit einzelnenPhotonenund die Wahr-
scheinlichkeitsaussagenler Quantentheorie

Mit dem Simulationsprogramnkénnenwir nun das Doppelspaltgperimentmit einzelnenPhotonen
durchfiihren.

Experiment 4.2 (Computer simulation): Fuhren Sie das folgende Simulationsexperiment
durch: Wahlen Sie Photonen mit einer Energie von 200 eV, eine Spaltbreite von 200 um
und einen Spaltabstand von 700 zm. Nach Einschalten der Quelle werden Photonen auf dem
Schirm nachgewiesen. Sie hinterlassen punktférmige ,Flecken* an scheinbar zufélligen Stellen
auf dem Schirm. Sie werden feststellen, dass sich ein Muster herausbildet, je mehr Photonen
nachgewiesen werden (evtl. mit der Taste ,Speed” beschleunigen). Es handelt sich um das
aus Experiment 4. 1 bekannte Doppelspalt-Interferenzmuster (Abb. 4.3).

DieserallméhlicheAufbau desiInterferenzmusterauseinzelnen,Einschlagen‘ist unsschonausdem
entsprechendeviersucham InterferometebekanntExperiment3.3). Dort dienteder Versuchzur Ver-
deutlichungdes,Welle-Teilchen-Dualismus“Diessoll hier abernicht weiterverfolgt werden Stattdes-
senwollenwir unsdaraufkonzentrierenwelcheVorhersagemaniiberdenOrt aufdemSchirmmachen
kann,andemein bestimmte$*hotonnachgeviesenwird.

Experiment 4.3 (Computer simulation): Schalten Sie nun die Quelle aus und betrachten Sie
das Muster, das die Photonen auf dem Schirm hinterlassen haben. Nehmen wir an, Sie wollten
noch ein einzelnes weiteres Photon hinzufiigen. Konnen Sie vorhersagen, an welcher Stelle
auf dem Schirm dieses Photon nachgewiesen wird?

WennSiedenVersuchdurchfiihrenindemsSiedie Quellefiir einekurzeZeit einschaltenerscheinteine
neuerFleckauf demSchirm.Esdurfte Ihnennicht gelungersein,denexaktenOrt dieseseuenFlecks
vorherzusagen.

Experiment 4.4 (Computer simulation): Die Vorhersage wird erfolgreicher, wenn man das
Experiment ein wenig modifiziert. Es sollen nun 100 weitere Photonen hinzugefiigt werden.
Koénnen Sie vorhersagen, an welchen Stellen viele Photonen landen werden und an welchen
Stellen wenige?

Fiahren Sie den Versuch durch. Loschen Sie dazu das Schirmbild (auf den Schirm klicken
und Reset driicken), schalten Sie die Quelle ein und warten, bis 100 Treffer gezahlt wurden.
Vergleichen Sie das Ergebnis mit Ihren Vorhersagen.
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Vermutlichwar ihre Vorhersagem letzten Experimentrechtzuverlassig.Worin liegt der Unterschied
zwischendenbeidenExperimenten®m zweitenExperimenthabenwir die Spielregeln ge&ndertWir
sind von einer Aussagéiber ein Einzelereignis zu einerWahrscheinlichkeitsaussagéibeigegangen.
Tatsachlichst esein ganzallgemeineZug der Quantenmechaniklassm allgemeinerkeineVorhersa-
genuberEinzelereignissenéglich sind; manist gezwungenzu statistischerussageniberzugehen.

4.3 Praparation und Wahrscheinlichkeitsaussagen

Die Bedeutungler Wahrscheinlichkeitsauagenn der Quantenmechaniwird klarer, wennwir denin
Kapitel 2 eingefuhrterBegriff der PraparatiorbenutzenWir unterteilendasDoppelspaltgperimentin
drei Phaser{die ganzallgemeingultigsind):

e Praparation: Die Quellesendeticht (PhotonenginerganzbestimmterFrequenzaus.Diesent-
sprichtder Praparationbei dervom ExperimentatogenaubestimmteAnfangsbedingugenher
gestelltwerdenmussen.

e Wechselwirkung: Die in derQuelleprapariertefPhotonerwechselwirkermit demDoppelspalt.
Dervorherprapariertezustandvird dadurchverander{fumprapariert)Meistist die Untersuchung
diesetWechselwirkunglasZiel einesphysikalischereExperiments.

e Messung:Die Messungoestehim NachweisderPhotonerauf demSchirmundderFeststellung,
anwelcherStelleein PhotoneinenFleckauf demSchirmhinterlassermat.

Experimenten derklassischerPhysiklaufenebenfallsnachdiesemSchemaah WennmaneinenBas-
ketballsowirft, dasser in denKorb féllt, bestehdie Praparatiordarin,denBall mit derrichtigenGe-
schwindigkeitunterdemrichtigen Winkel abzuwerfenDie Wechselwirkungbestehin der Ablenkung
durchdie Erdanziehungskratt.

FuhrtmandieselbePraparatiorfd. h. denselbeibwurf) mehrereMale hintereinandein genawderglei-
chenWeiseaus,wird derBall immeranderselberStellelnaden,d. h. in denKorbfallen. DasErgebnis
ist reproduzierbaiGanzallgemeingilt in derklassischerPhysik:WennmaneineReihevon Versuchen
machtund dabeidasObjekt immer auf gleiche Weise prapariert findet auchdie Wechselwirkungn
gleicherWeisestattund dasErgebnisderMessungst fiir alle Versuchen derVersuchsreihaentisch.

In der Quantenmechanilst dasanders.Beim Doppelspalteperimentwarenalle Photonenidentisch
prapariert.Sie besalRergleiche Enegie, wurdenvom gleichenOrt in die gleiche Richtung emittiert.
Trotzdemgelangesunsnicht,dasErgebnisderMessungd. h. denOrtaufdemSchirm)fir eineinzelnes
PhotonvorherzusagerDie Photonersind nicht an der gleichenStellegelandetdaseinzelneErgebnis
war nicht reproduzierbaWir konntennur eine WahrscheinlichkeitsasagemachenNimmt maneine
grof3eAnzahlvon Photonerund unterwirft sie demgleichenPréparationssrfahrenso ergibt sichnach
derWechselwirkungnit demDoppelspaleinereproduzierbae Verteilung Die relativenHaufigkeitder
aneinemOrt nachg&iesenerPhotoner(d. h. die Zahlderdort nachg&iesenerPhotonenm Verhaltnis
zur Gesamtzahtler Photonen)st zuwerlassigvorhersagbamwie sichin Experiment4.4 herausgestellt
hat.

EineMengevon sehrvielengleich praparierterObjekten die sichgegenseitignicht beeinflussemennt
manein Ensemble DieserBegriff wird sich spaterbei der statistischeBeschreilng von Quantenob-
jektennochalsnutzlicherweisen.
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Die UnmdglichkeiteinerdetailliertenVorhersageiber Einzelereignissést etwasganzNeuesund cha-
rakteristischQuantenmechanischdss stellt sichdie Frage ob maneinemPhotonnichtdochirgendwie
.=ansehen‘’kann,anwelcherStelleesaufdemSchirmlanderwird. Mit andereiWorten:Vielleichthaben
wir ja beider Praparatiomicht alle EigenschaftemlesPhotonserfasstund esbesitztnochein weiteres
Merkmal, dasfestlegt, wo eslandet?Intuitiv bezweifeltman, dassdasdem Zufall Uberlasserbleibt,
denneswiderspracheallenErfahrungemnit derklassischerPhysik(wie demBasketballwurioben)

Nach der Quantenmechanilgibt es kein Merkmal und keine zusatzlichenParameteran denensich
vorherableserlief3e,wo ein bestimmtesPhotonauf dem Schirmlandet.Es ist keine,vollstandigere*®
Préaparatiorder Photonemmdglich. Fir ein einzelnesPhotonwird der Ort desNachweisegatsachlich
vom Zufall bestimmt Diesist ein zentralerZug der Quantenmechanik:

Die Quantenmechanikmacht statistischeAussageniber die relative Haufigkeit der Er-
gebnissebei oftmaliger Wiederholung desgleichen Experiments. Aussageniber Einze-
lereignissesind im allgemeinennicht moglich.

BedeutetdiesesErgebnis,dassmit der Quantenmechanillie wissenschatftlich&orhersagbarkeitlie

einender Grundpfeilerder Physik darstellt,zu Grabegetragenwverdenmuss?Obwohl es auf den er-

stenBlick soscheinermag,ist diesdochnichtderFall. Die Physikbeschéftigsichnicht mit einzelnen
Ereignissensondernimmernurmit reproduzierbare(d. h. wiederholbarenPhanomenerie Quanten-
mechanilkegt nunnichtdasResultakinzelneExperimentdest(z. B. denOrt eineseinzelnerPhotons),
sonderrbeschreibeineganzeSerievon Experimentenindemsie die relatvenHaufigkeitendereinzel-
nenMessegebnissevorhersagtDiesestatistischerAussagersind reproduzierbar Jedesmalvenndie

gleicheSerievon Experimenterdurchgefiihrivird, emgibt sich dieselbeverteilungderrelatvenHaufig-

keiten.
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Kapitel 5

Elektr onenals Quantenobjekte

5.1 Elektronenbeugung

In denvorausggangeneKapitelnwurdedeutlich,dassdie traditionelleVorstellungvom Licht alseiner
Welle nichtausreichtum alle beobachteteRhdnomenegollstandigzu beschreiberEs zeigtesich,dass
man sowvohl dasWellen- als auchdasTeilchenmodellzur Beschreilbing desLichts benétigtund dass
keinesvon beidenallein ausreichtum seinVerhaltenvollstandigzu beschreiben.

Man kannsich fragen,ob die Natur so symmetrischaufgebautst, dasssich Wellenphdnomenauch

bei Objektennachweisenassendenenman tiblicherweiseTeilchencharakteruschreibtim atomaren
BereichwarendasAtome undihre Bestandteilevie Elektronen,Protonerund NeutronenDer Gedan-
ke einerWellennatur der Materie gehtauf Louis de Broglie (1923) zurtick.Er ist einetheoretische
VermutungderenKonsequenzesichim Experimentevdhrenmuissen.

Ein Belgy fir Welleneigenschaftemon Elektronenwére der Nachweisvon Beugungs-oder Interfe-
renzphanomenen- dentypischenAnzeicheneinesWellenphdnomendm Fall der Rontgenstrahlung
lassensich Welleneigenschaftedurch Beugungan den Netzebenerin einemKristall aufzeigen Ein
ganzanaloges/orgehenist auchbei Elektronermdglich, wie derfolgendeVersuchzeigt:

Experiment 5.1 (Elektr onenbeugung): In einer Elektronenréhre (Abb 5.1 (a)) emittiert die mit
6 V geheizte Kathode einen Elektronen. Diese durchlaufen eine Beschleunigungsspannung
Ug = 5 kV. Sie werden von den nacheinander angeordneten Elektroden Ky, Ky und A; zu
einem Elektronenstrahl gebiindelt. In der durchbohrten Anode A; durchquert der Strahl eine
dinne Folie aus polykristallinem Graphit. Auf dem Leuchtschirm erkennt man mehrere helle

K1 Al K2 Az

Abbildung5.1: (a) Elektronenbeugungsrid, (b) Beugungsmusteauf demLeuchtschirm
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(a) b

Abbildung5.2: Aufbaudeslinterferenzmusterseim Doppelspalt-Experiment

Ringe um den zentralen Fleck in der Mitte (Abb. 5.1 (b)). VergréRerung von Ug bewirkt eine
Verkleinerung der Radien.

Die hellenRingewerdendurchElektr onenbeugungverursachtWie beiderBragg-Refl&ion vonRént-
genstrahlenverdendie Elektronenam Kristallgitter desGraphitsgebeugtDiesesBeugungsphénomen
ist ein starkerHinweis darauf,dassdie Elektronemebenihremwohlbekannteeilcherverhaltenauch
Wellerverhalterzeigen.

NachunsererErfahrungermit Photonerist zu vermuten,dassesauchbei Elektronennicht ausreicht,
die Beschreiling auf ein einfachesTeilchen-oder Wellenmodellzu beschréankenesist zu vermuten,
dassdasVerhalterder Elektronenkomplexerist. Demsoll in denfolgendenAbschnitternachggangen
werden.

5.2 Doppelspaltexperimentmit Elektr onenund Atomen

Im Fall derPhotonerkonntenwir InterferenzphanomeraichamDoppelspalhachweiserkEin analoges
Experimentiédsstsichauchmit ElektronendurchfuhrenlUm dasPrinzip zu veranschaulichemenutzen
wir wiederdasSimulationsprogrammum Doppelspalt-Experiment

Experiment 5.2 (Computer simulation): Starten Sie das Simulationsprogramm zum
Doppelspalt-Experiment. Wahlen Sie Elektronen mit einer Energie von 50 keV, eine Spaltbreite
von 0,3 pm und einen Spaltabstand von 1 zm. Schalten Sie die Quelle ein. Die ersten nach-
gewiesenen Elektronen hinterlassen einzelne punktférmige Spuren an scheinbar zufélligen
Stellen auf dem Schirm. Je mehr Elektronen nachgewiesen werden, desto deutlicher setzen
sich die punktférmigen Spuren zu dem bekannten Doppelspalt-Interferenzmuster zusammen
(Abb. 5.2 (a) — (d)).

DasVerhaltender Elektronenim Doppelspalt-Experimerist vollig analogzu demvon Photoner(Ab-
schnitt4.2). JedeseinzelneElektron verhaltsich beim Nachweiswie ein Teilchen.Es Ubertragtseine
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Abbildung5.4: Aufbaudesinterferenzmusterauseinzelnnachg&iesenerHeliumatomer{experimen-
telle Originaldaten)

gesamtdenegie auf eineeinzelneStelleauf demSchirm.Erstwennmandie VerteilungausvielenEin-
zelaufschlagebetrachtetzeigtsich die charakteristisch@éellenerscheinungesinterferenzmusters.

Auch im Fall von Elektronenzeigt sich damit, dassQuante-
nobjektewederreinesWellerverhaltennochreinesTeilchen-
verhaltenzeigen.Wenn es sich um ein reinesWellenph&no-
men handelte,misstedas Interferenzmustevon Anfang an
auf dem Schirmvollstéandigerscheinenwennauchmit sehr
schwacherntensitat. Statt desserwird ein wohlbestimmter
Enegiebetragan eine bestimmteStelle auf dem Schirm ab-
gegeben,wie esflr teilchenhafted/erhaltencharakteristisch _ _
ist. Mit teilchenhaftemverhaltenalleinist aberwiederumdas APPildung 5.3: Bei der Beugungvon
Auftretendeslinterferenzmustersur schwererklarbar SHpeiIillt:m-AtomenverwendetelDoppeI-
Die technischerSchwierigkeiterbei der DurchfihrungeinesDoppelspalt-Experimentsit Elektronen
sind so grof3, dasssie lange Zeit nur als Gedankengperimentevorstellbarwaren.Die Schwierigkeit
liegt in der Herstellungvon Spalten,derenBreite nur einenhalbenMikrometer betragt.Aus diesem
Grundgelangeserst1961 (an der UniversitatTlbingen),dasDoppelspaltgperimentmit Elektronen
durchzufihrenSpaltbreite Spaltabstandind Elektroneneneyie entsprachemabeidenin Experiment
5.2 eingestellteWerten.

InzwischerkonntenBeugungseperimenteauchmit Neutronenmit ganzerAtomenund sogamit Mo-
lekilenverwirklicht werden.An der UniversitatKonstanavurde 1991 ein Doppelspalteperimentrea-
lisiert, bei dem Helium-Atomeals Ganzeszur Interferenzgebrachtwurden. Dies gelang,indemman
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sich Technikenausder Halbleiterherstellungunutzemachte,um aus einer diinnenGoldfolie einen

Doppelspaltmit zweil pm breitenSpaltenm Abstandvon 8 m herzustellerfAbb. 5.3).In demExpe-

rimentwurdendie Heliumatomevor demDoppelspaltdurchElektronenstaén einenangergtenZustand
gebrachtDahintertrafensieaufeineGoldfolie, die als Detektorschirndiente.Siegaberdortihre Anre-

gungsenggie abundwurdenelektronischregistriert. Abb. 5.4 zeigt,wie sichnachundnachdaslnterfe-

renzmusteausden,Flecken“einzelnnachg&vieseneHeliumatomeaufbaut DasExperimenerstreckte
sichUbereinenZeitraumvon 42 Stundenso dasstrotz der grof3enZahl derinsgesamhachgaiesenen
AtomejedesAtom einzelnregistriertwerdenkonnte.

Experiment 5.3 (Computer simulation): Fuihren Sie eine Computersimulation des
Doppelspalt-Experiments mit Helium-Atomen durch. Stellen Sie im Simulationsprogramm die
oben angegebenen experimentellen Parameter und eine Energie von 100 meV ein. Verglei-
chen sie lhr Ergebnis mit den Originaldaten aus Abb. 5.4.

5.3 Die Wellenlangevon Elektr onen

Eine grundlegendeGroRezur Charakterisierunginer Welle ist die Wellenlange® Wir gehendeshalb
nunderFragenach welcheWellenlangemanElektronerzuschreibetann.LouisdeBroglie,aufdendie
Ideevom WellerverhalterderElektronerzuriickgehtkonnteaucheinenAusdruckfir inre Wellenlange
angebenMan erhaltihn durch eine Analogiebetrachtungnit dem Fall von Photonen.Dort gilt die
Relation(1.5) zwischender FrequenainddemIimpuls einesPhotons:

p= f f (5.2)

c

Setztmanin dieseGleichung) - f = ¢ ein, ergibt sich

In der AnalogiezwischenPhotonerund Elektronenstelltede Broglie die Hypotheseauf, dassdiesefur
Photonerabgeleitetdeziehungauchfiir Elektronergilt.

De-Broglie-BeziehungzwischenWellenlangeund Impuls:

h h

p=— bzw. A= (5.3)

DieseHypothesemussnun experimentellgetestetverden.Dies kannmit der schonin Experiments.1
benutztenElektronenbeugungsrid geschehenZunachststellenwir eine theoretischeErwartungfiir
die Wellenlangederin Experiments.1 verwendeterlektronenauf. Die Elektronendurchlaufenin der
ElektronenstrahlrohreineBeschleunigungsspannuhig . Sie werdendabeiauf die kinetischeEnegie
Fiin = eUp prapariertAlle Elektronendie von derGraphitfoliegebeugiverden besitzerdieseriert
derkinetischerEnegie.

!Die quantitatve Erfassunglerde-Broglie-Wllenlangen diesemAbschnittunterbrichtdie rein qualitativen Uberlegungen
in diesemTeil desKurses.Die de-Broglie-Beziehungvird zur Ableitung der Unbestimmtheitsrelatiom Kapitel 7 benétigt
undkannwahlweiseauchandieserStellediskutiertwerden.
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Abbildung5.6: Geometriebei der Elektronenbeugung)

Mit Ey;, = p*/(2m) bringenwir die de-Broglie-Beziehungn die Form

_ h B h
 V2mEin  2meUg’

A (5.4)

Mit U = 5 kV erhalterwir fur die de-Broglie-WéllenlangedenWert A = 1,7 - 10~ m.

Wertenwir nundasExperiment.1quantitatv aus.Manmuss
dazuwissendasgderGraphitkristallzweiNetzebenemit den

Abstandend = 0,213 nmundd = 0,123 nm besitzt(Abb. ) i123 nm/' A\
5.5).In Analogie zur Bragg-Reflgion von Rontgenstrahlung :
lautet die Bragg-Bedingundiir die beidenhellen Ringe der b4 Yoo
Ordnungr = 1 fiir beideNetzebenen: N\
A = 2dsin . (5.5) | p2snm

Fur denhier vorliegendenFall kleiner Winkel gilt 2 sin o &
sin 2a & tan 2a. Aus der Geometrieder Anordnung(Abb.

Abbildung 5.5: Netzebenenm Gra-
5.6)kannmanablesen: g

hitkristall
P (5.6)
wobeiR derRadiusderBeugungsringend /. derAbstanddesKristalls vom Schirmist (im vorliegenden
Experimentst L = 0, 135 m. Gleichung(5.5)wird alsozu

_d-R
L

tan2a = R/L,

A (5.7)

Man misstdie Radien”; = 0,011 mund R, = 0,019 m. FirdenerstenRing mit demNetzebenenab-
standd; = 0,213 nmemibt sichalso

~0,213-107°m- 1,1-107*m

A =1,7-10""m. :
0.135m ,7-107""'m (5.8)
FirdenzweitenRing mit d; = 0, 123 nmfindetman
0,123-107°m- 1,9-1072m
A= : =1,7-10"""m. (5.9)

0,135m

In beidenFallenstimmtdasexperimentellerschlossenErgebnisfiir A mit dertheoretischeiErwartung
nachdeBrogliesHypothesdiberein.
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P(X) = P.(X) + P,(x)

Abbildung5.7: Doppelspaltersuchmit Farbtropfcher(klassischeffeilchen)

5.4 Doppelspaltexperimentmit klassischenTeilchenund mit Elektr onen

Wir habenin den voranggangenenAbschnitten gesehen,wie sich Elektronenim Doppelspalt-
Experimentverhalten.Hatte man &hnlicheErgebnisseauchmit klassischerTeilchenerhaltenZErgibt
sichmit FuBbéllendie mandurchzwei Lécherin einerMauerschiel3teinevemleichbareVerteilung?
Um Elektronenundklassischéleilchennocheinmaldeutlichgegeneinanderu stellen,fuhrenwir den
Doppelspalt-¥rsuchmit Farbspraydurch.Es bestehtauskleinenTropfchen,undwir dirfenerwarten,
dassdiesesichnachdemklassischeeilchenmodellverhalten.

Experiment 5.4 (Experiment oder Simulation): Schneiden Sie mit einer scharfen Klinge zwei
Spalte in ein Blatt Papier oder Pappe. Spriihen Sie mit einer Farbspriihdose kleine Farbtropf-
chen durch diesen ,Doppelspalt* auf einen dahinterliegenden Papierschirm. Wenn die beiden
Spalte nicht zu weit auseinander liegen, werden Sie ein Muster wie in Abb. 5.7 (a) erhalten.
Die Intensitat der Farbe auf dem Papier ist hinter den Spalten am gré3ten und nimmt nach
auf3en hin kontinuierlich und ohne auffallige Strukturen ab. Wir beschreiben die Verteilung der
Farbintensitéat durch eine Funktion P(z).

DerVersuclzeigt,dasssichklassischdarbteilcherandersverhalterals Elektronen Dasvon denElek-
tronenerzeugteMuster(Abb. 5.2) zeigteauffallige StrukturenaushellenunddunklenLinien, die nicht
alsgeometrischefSchatten“desDoppelspaltgedeutetverdenkonnten.

Esgibt aberaufeinerfundamentalerekbenesinenweiterenUnterschiedzwischendenvonklassischen
Teilchenund von ElektronenerzeugterDoppelspalt-MusternEr wird in der folgendenVersuchsserie
sichtbar:

Experiment 5.5 (Experiment oder Computer simulation): In Experiment 5.4 wird Spalt 2
abgedeckt (Abb. 5.7 (b)), so dass nur Farbtropfchen von Spalt 1 auf das Papier gelangen. Es
ergibt sich die Farbintensitatsverteilung P, (z). Danach wird der andere Spalt abgedeckt, so
dass nur Farbe von Spalt 2 auf das Papier gelangt. Man erhélt so die Verteilung P (z) (Abb.
5.7 (c)).

34



(a) (b)
— | —
Elekironer: | << P Eiekonen- P
d
© (d)
|32(x)

e

_—

P(X) #P.(x) + P,(x)

Abbildung5.8: Doppelspaltersuchmit Elektronen

Fur die in denbeidenExperimentergevonnenenFarbintensitatserteilurgen P(z), P (z) und P ()
gilt:

P(z) = Pi(2) 4+ Pa(x) (5.10)
Fur klassischeTeilchenist die beim DoppelspaligevonneneVerteilunggleich der Summeder beiden
Einzelspaltverteiingen(Abb. 5.7 (d)).

Ganzandersverlauft ein entsprechendeSxperimentmit Elektronen.Zunéchsterinnernwir unsnoch
einmal an dasDoppelspaltgperimentmit zwei gedfnetenSpalten bei demsich auf dem Schirmdas
charakteristischénterferenzmusteergab (Abb. 5.8 (a)). Die Intensitatserteilungder Elektronenbe-
zeichnerwir wiedermit P(z). Nunwird jeweils einerder Spalteabgedeckt:

Experiment 5.6 (Computer simulation): Klicken Sie im Simulationsprogramm zum Doppel-
spaltversuch auf den Schirm und schlieRen Sie Spalt 2. Nun kénnen die Elektronen nur noch
durch Spalt 1. Wenn Sie die Quelle einschalten und warten, bis sich das Schirmbild aufgebaut
hat, erhalten Sie eine Elektronenverteilung P (z), deren Maximum hinter Spalt 1 liegt (Abb. 5.8

(b))

Nun 6ffnen Sie Spalt 2 wieder und schlie3en Spalt 1. Alle Elektronen missen jetzt durch Spalt
2. Nach Einschalten der Quelle ergibt sich die Verteilung P (z), deren Maximum hinter Spalt 2
liegt (Abb. 5.8 (c)).

Legt mandie beidenVerteilungsmusteiibereinande¢Abb. 5.8 (d)), ergibt sicheineandeke Verteilung,
alsbeizweigleichzeitiggedfnetenSpalter? Fur Elektronengilt

P(z) # Pi(2) + Py (). (5.11)

Im Gegensatzzu klassischerTeilchenstellt esfir ElektroneneinenUnterschieddar, ob beide Spalte
gleichzeitigoffen sindoderob einernachdemanderergetfnetwird.

2DasUbereinanderigenderbeidenVerteilungerkénnenSieim Simulationsprogrammadurcherreichendasssieaufden
Schirmklicken undin demFensterdasdaraufhinerscheintauf denmit ,A“ beschrifteterKnopf driicken.Damit wird das
automatisch& dschendesSchirmsnachjederAnderungder Konfigurationverhindert.
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Eine Besonderheitallt beimVemleichvon Abb. 5.8 (a) und(c) auf. Bei zwei getfnetenSpalten(Abb.

5.8 (a)) gibt esmehrerentensitatsminimaan denenfastkeine Elektronennachg&isesenwurden.An

diesenStellenist die Elektronenintensiitgrofier, wennnur ein Spaltgetfnetist. Dasheisstdassdort
mehrElektronemachg&iesenwerden obwohlmandie ,Zugangsméglichke&n“ (die Zahl der Spalte)
verringerthat.

Man kanndenUnterschiedzwischendenIntensitatserteilungernvon Elektronenund klassischeeil-
chen,dersichin denGleichunger(5.10)und(5.11) manifestiertauchquantitati erklaren.In dennach-
stenAbschnitterwerdenwir die dazunétigenBegriffe erarbeiten.

5.5 Wahrscheinlichkeitsinterpretation und Wellenfunktion

Auf denerstenBlick magdasVerhaltenvon Elektronen Photonerund andererQuantenobjekterecht
regelloserscheinenRufenwir unsnocheinmaldasDoppelspaltgperimenimit Elektronenins Gedacht-
nis: NachEinschalterder QuellewurdeneinzelneElektronenals,Flecke" auf demSchirmnachgevie-

sen.Niemandkonntevorhersagenyo dasnéchsteElektronlandenwird.

Ein anderewnerwirrenderPunktist, dasssich Quantenobjekteinmalwie Wellen, ein anderedval wie
Teilchenzu verhaltenscheinenAuch hierist die Vorhersagaicht einfach,wannsie welchesVerhalten
zeigen.

Un docherlaubtdie Quantenmechaniklie Ergebnissealler an Quantenobjektedurchgefihrterfexpe-
rimentekorrektvorherzusagerDabeiwird der“naive” Welle-Teilchen-Dualismus- die unreflektierte
NebeneinanderbenutzubgiderModelle— iiberwundenDenSchllissetlazuliefert eineErkenntnisdie
wir schonin Abschnitt4.2 im Zusammenhangqiit Photonergevonnenhaben:die Tatsachegdassdie
QuantenmechaniliberEinzelereignissaur Wahrscheinlichkeitsaussagemacht.

Ein solche<Einzelereignistelltauchdie Registrierungeinesklektronsauf demSchirmim Doppelspalt-
experimentdar. Eslasstsichnichtim voraussagenanwelchemOrt dasnachsteElektronnachgaviesen
werdenwird. Man kannaberdie Wahrsdheinlichkeitdafiir angebenim Fall der Photonerhattenwir

gesehendasswir zwar nicht erratenkonnten,wo dasnéachstePhotonnachgaiesenwird. Wenn 100
Photonerhinzugefugtwerdensollten,konntenwir abermit hoherZuverlassigkeiengebenanwelchen
Stellenviele undanwelchenwenigelanden Wir sindvon einerAussagédiberein Einzelereignizueiner
Wabhrscheinlichkeitsauagetubegegangen.

Die Intensitatserteilungder Elektronenwurdein denVersucherausdemletztenAbschnittdurcheine
Verteilungsfunktim P(z) charakterisiertdie angabwie hochdie Intensitétan einerbestimmterStelle
x war. DieseVerteilungsfunktion(z) interpretiertmanquantenmechanisdais eineWahrscheinlich-
keitsdichte. P(z) - AV gibt die Wahrscheinlichkeiain, ein Elektronim RaumbereichAV um denOrt
z herumzu finden. P(z) hatan Stellenmit hoherNachweiswahrscheinlictgit einengrofRenWert, an
Stellenmit niedrigerWahrscheinlichkeieinenkleinenWert. An Stellen,wo manniemalsein Elektron
findet,ist P(z) Null.

Fir Quantenobjekte kann man eine Wahrscheinlichkeitsdichte P(x) angeben,die be-
stimmt, mit welcher Wahrscheinlichkeit dasQuantenobjekt bei einer Messungam Ort x
gefundenwird.

Eine derartigeWahrscheinlichkeitsassgelasstsich natirlich nur Gberprifenindemman eine grofie
Zahlvon ExperimenteranidentischprapariertereinzelnerElektronemrmacht.Genawlieswird im Dop-
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pelspalteperimentgetan:Sehrviele voneinandeunabhangig&lektronendurchlauferdie gleicheVer
suchsapparatumdwerdennachgaiesen EinesolcheMengevonsehrvielenidentischpréaparierterund
einandenichtbeeinflussendeBlektronenvurdein Abschnitt4.2alsein EnsemblebezeichnetDer Be-
griff desEnsemblespielteinezentraleRolle, wennesdarumgeht,dasVerhaltervon Quantenobjekten
mathematischk alsoquantitatv — zu charakterisieren.

Im Experimententsprichtder Wahrscheinlichkeit”(z) - AV die relative Haufigkeit,mit der manein
Elektronum denOrt 2 herumfindet. An denStellen,wo die Wahrscheinlichkeihochist, werdenviele
Elektronenregistriert. Entsprechenaverdenan Stellenmit niedrigerWahrscheinlichkeitvenigerElek-
tronengefunden.

Mit der Wahrscheinlichkeitsidhte P(z) lassersich Elektronenund andereQuantenobjektenathema-
tischbeschreiberiWennP(z) bekannist, kannmanz. B. die VerteilungderElektronerauf demSchirm
vorhersagerDasZiel quantenmechanischBerechnungeist es,die Wahrscheinlichkeitsfunkon P ()
in derjeweils interessierendephysikalischerSituationzu ermitteln.

Eshatsichalsvorteilhaftherausgestellpicht mit P(z) selbstzu arbeitensondermmit einer Funktion
¥ (), die manWellenfunktion nennt.Man erhaltP(z) ausy (z) durchQuadrierenP(z) = | (z)|?.

Die Wellenfunktionist einemEnsemblesonidentisd prapariertenQuantenobjekterugeordnetDer
zentralePunkt,der eserlaubt,denWelle-Teilchen-Dualismugn der Quantenmechaniku tiberwinden,
ist nun,dasgdie Wellenfunktioni(z) sichnachdenGesetzerder klassischenWellenlehre entwickelt.
Dasbedeutetdasssich(z) hnlichwie eineklassisch&Vasser, Schall-oderelektromagnetisché/elle
ausbreitetwobeialle typischenwWellenphdnomenwie InterferenzoderBeugungauftreten.

Die Interpretationvon P(z) = |1 (z)|* als Wahrscheinlichkeitsidhteist einesder zentralenElemente
derQuantenmechanilSiewurdevon Max Born begrindetundist nachihm benannt:

BornscheWahrscheinlichkeitsinterpretaton: Quantenobjekte werden durch eine Wellen-
funktion (x) beschrieben.Siebreitet sich nachWellengesetzeaus.Die Wellenfunktion
bestimmt die Wahrscheinlichkeit, ein Quantenobjekt am Ort « nachzuweisen:

P(z) - AV = |y(z)]? - AV. (5.12)

Machenwir unsnunanhanddesDoppelspaltgperimentslar, welcheKonsequenzedie wellenmafiige
Ausbreitungvon ¢)(z) zusammemit der Wahrscheinlichkeitsiterpretatonvon |+ (z)|? hat.In diesem
Versuchzeigtesich besondersieutlich,waswir als,,Dualismus”von Wellen- und Teilchenmodelbe-
zeichnehatten Die ElektronenwurdenaufdemSchirmals, Flecke" detektiert zeigtenalsobeimNach-
weisteilchenhafted/erhalten Andererseitdildete sich ausvielen dieserFleckedasinterferenzmuster
herausdastypischfir Wellerverhaltenist.

Im Licht der BornschenWahrscheinlichkeitsirrpretation haftet diesemErgebnisnichts Geheimnis-
vollesmehran.Die ElektronenwerdendurcheineWellenfunktion:(z) beschrieberdie sichnachden
klassischeWellengesetzeausbreitetin Analogiezur WellenoptikbildetsicheineBeugungsfigurAbb.

5.9zeigtihrenVerlaufalsgraueSchattierung.

Dagegen gibt |« (z)|? - AV die Wahrscheinlichkeian, ein Elektron an einem bestimmtenOrt, also
teilchenhalftnachzuweisenBeim Nachweisverhéaltsich ein Elektronteilchenhaft,d. h. eshinterlasst
einengenauokalisiertenFleckauf demSchirm(schwarzePunktein Abb. 5.9).
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Abbildung 5.9: Wahrscheinlichkeitserteilurg (graue Schattierung)und nachg&iseseneElektronen
(schwarzePunkte) Jedunklerdie Schattierungym sogroRerist | (z)|2.

Damit erklart die BornscheWahrscheinlichkeitsiterpretatbon mit ihrer Verbindungvon wellenhafter
AusbreitungundteilchenhaftenNachweisdasErgebnisdesDoppelspaltgperimentsDen Aufbau des
InterferenzmusterauseinzelnerFlecken Der naive Welle-Teilchen-Dualismusst damitiberwunden.

Der naive Welle-Teilchen-Dualismuswird durch die BornscheWahrscheinlichkeitsinter-

pretation aufgeldst. Daswellenhafte Verhalten der Wellenfunktion und dasteilchenhafte
Verhalten beim Nachweisder Quantenobjekte erfassendie beidenscheinbargegensétzli-
chenZzigein einemeinheitlichen Bild.

5.6 Wellenfunktion und Wahrscheinlichkeitsverteilung beim
Doppelspalt-Experiment

Machenwir unsnunanhanddesDoppelspaltgperimentslar, welcheKonsequenzedie wellenmafiige
Ausbreitungvon ¢ (z) zusammemnit derWahrscheinlichkeitsiterpretatonvon | (z)|? hat.Betrachten
wir nocheinmaldasExperiment.6, beidemnur Spaltl gedfnetist (Abb. 5.8 (b)). Man ordnetdiesen
Atomen eine Wellenfunktioni, (z) zu, die sich wie eine Wasserwellehalbkreisformighinter Spalt1
ausbreitet{Abb. 5.10 (a)). Die Wahrscheinlichkeitgin Elektron auf dem Schirm an der Stelle z zu
finden,ist durch P, (z) = |41 (x)|* gegeben Sieist hinter Spaltl amgrofiten.

DasEnsemblevon Elektronen auf dassichdie Wellenfunktiony (z) beziehtbestehtauseinerMenge
von einzelnenElektronendie alle demgleichenPraparationserfahrenunterzogerwurden,indemsie
Spaltl durchquerthabenJedeslieserElektronwird aneinemandererOrt auf demSchirmnachgevie-
sen,wobeieseinenteilchenhafterFleck hinterlasstDie Verteilung,die sichauf demSchirmnachdem
Nachweisvon sehrvielen Elektronerergibt, ist ein Abbild der Wahrscheinlichkeitsfuktion P; ().

Wie in Experiment5.6 kannmannun Spalt1 verschliel3erund dafir Spalt2 6ffnen. Die Wellenfunk-
tion ¢, () ist danneine Welle, die von Spalt 2 ausgehtDie Wahrscheinlichkeitsfuktion ist durch
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B PX) = [W,()f

<< P(9) = 4,0+ W00

U(X) = Pi(X) + Py(x)

Abbildung5.10: Wellenfunktionbeim Doppelspalt-Experiment

Py(z) = |12(2)]* gegebenNimmt mandie beidenVerteilungender getrenntdurchgefiihrterExperi-
mentezusammenerhaltmandie Gesamterteilung

P(z) = Pi(z) + P(x), (5.13)
wie in Gleichung(5.10).

Anderssiehtdie Situationaus wennim DoppelspaltgperimenbeideSpaltegedfnetsind.Jetztgehtvon
beidenSpalteneineWelle aus:von Spalt1 die Wellenfunktioni); (z), von Spalt2 die Wellenfunktion
1o(2) (Abb. 5.10(b)). Nachderklassischewellentheorigiberlagernsichdie beidenWellen,wie man
esz. B. auf derOberflacheeinesSeesheobachtekann,wennmanzwei Steinenicht allzuweitentfernt
voneinandeims Wassewirft. Mathematisciwird diesdurchdie Addition beiderWellenfunktionerzum
Ausdruckgebracht:

P(x) = () + ¥a(2). (5.14)

Man sagt,dasgddie Elektronengdie durcheinesolcheWellenfunktionbeschriebemverden sichin einem
Uberlagerungszustandausy (z) und, (z) befinden.

Nun kommt der entscheidendPunkt: Die Wahrscheinlichkeitsfuktion P(z) erhaltmanausder Wel-
lenfunktion(5.14)durchQuadrieren?’(z) = | (z)|%. Setztmandie Wellenfunktion(5.14)ein, ergibt
sichderfolgendeAusdruck:

Px) = [$1(2) +a(2)|*
= [¢1(@)* + [$a2(@)|* + 21 (2) o (). (5.15)

In der Wahrscheinlichkeitsfunkon P(z) tritt zu den beiden Einzelspalt-\érteilung$unktionen
|¥1(2)|* = Pi(x) und|iq(2)]* = P2(z) nochein zusatzliber Term hinzu, denman Interferenzterm

3Hier wird angenommendassdie Wellenfunktionreell ist. Hat man komplexe Zahleneingefiihrt,lautet der Ausdruck:
P(a) = [1(2)] + [¢2(2)* + d1(2)3 (2) + 9 (2)¢2(2).
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nennt.Er emibt sich beim Ausmultiplizieren,weil die Wellenfunktionauseiner Summezweier Terme
bestehtEr ist deshallcharakteristischiir einenUberlagerungszustarvde (5.14).

Man kanndie letzte Gleichungauchfolgendermaf3eachreiben
P(z) = Pi(z) + Pa(2) + 2¢1(2) 2. (5.16)

Man kannsoerklaren, warummanbeim Doppelspaltgperimentmit zwei gedfnetenSpaltereine Ver-
teilungderElektronerfindet,fur die gilt (vgl. refeq62):

P(z) # Pi(z) + P(x), (5.17)

fur die manalsonicht einfachdie beidenEinzelspalterteilurgen; () und P (z) addiererkann.Der
Vemleich mit (5.16) machtesdeutlich: Der Interferenztermgder sich beim Ausmultiplizierenergeben
hat,ist daflrverantwortlich,dassin (5.17)kein Gleichheitszeichesteht.

Die Wahrscheinlichkeitsfuktion (5.15) beschreibtasbeim Doppelspaltgperimentbeobachteténter-
ferenzmuste(Abb. 5.3 und 6.4 (b)). Da wir die explizite mathematisch&orm der Wellenfunktionan
dieserStellenochnichtkennenkdnnenwir zwarnochnichtbestatigendassdie genaud-ormderVertei-
lung tatsachlichkorrektwiedegegeberwird. Wir kbnnenaberander Strukturder Gleichungundihrer
InterpretatiorablesendassdasProblemdesnaivenWelle-Teilchen-DualismugjassdasVerstandnisler
Quantenphanomerso erschwertjiberwunderist.

Um diesnocheinmalzu verdeutlichenyollziehenwir nocheinmalim Detail denAblauf desDoppel-
spaltexperimentsnach: Das Ensemblevon sehrvielen Elektronendie die Versuchsanordnunginzeln
durchlaufenwird durchdie Wellenfunktion:(z) = 1 (x) 4 12(x) beschrieberDurchQuadriererder
Wellenfunktionerhaltmandie Wahrscheinlichkeitsfoktion P(z), die die fur einenUberlagerungszu-
standcharakteristischemterferenztermenthéalt.Die Wahrscheinlichkeitsfunkbn wiederumbestimmt
die Wahrscheinlichkeittir jedeseinzelneElektron,an einerbestimmterStelleauf dem Schirmgefun-
den zu werden.Dabeiwird esals Teilchen nachgaiesen.Sehrviele Elektronen die auf dem Schirm
nachgaviesenwerden,hinterlasserdort eine Verteilungauf dem Schirm, die die Wellenstrukturder
Wahrscheinlichkeitsfurtion P(z) widerspigelt.
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Kapitel 6

Eigenschaftenvon Elektronenund der
guantenmechanischévlessprozess

6.1 Die Eigenschaft,Ort“ im Doppelspaltexperiment

In Abschnitt3.4wurdegezeigtdassmaneinemPhotonim Interferometedie EigenschaffWeg" nicht
zuschreibekann.Versuchtenanfestzulgen,auf welchemder beidenWege dasPhotongegangenwar,
zeigtensichkeinelnterferenzstreifemehr Ein analoge€xperimenkannmanfir ElektronenramDop-
pelspaltdurchfiihrenDabeiwird die EigenschaftOrt in der Spaltebenetintersuchtd. h. die Frage ob
maneinemein ElektroneinenderbeidenSpaltezuordnerkann,durchdenesgegangerist.

Furklassisch&eilchenz. B. fur FarbtropfchenywirdemandasDoppelspaltgperimenfolgendermalen
beschreibenEtwa die Halfte der Farbtropfchergehtdurch Spalt 1, die restlichendurch Spalt2. Auf-
grund der mangelnderexperimentellerAufldsunglasstsich allerdingsnicht angebendurchwelchen
derbeidenSpalteein bestimmtedrarbtropfchengegangernist. DasFarbtropfcherist alsodurchgenau
einenderbeidenSpaltegegangenwir wissennur nicht,durchwelchen.

DieseDarstellungtrifft zwar fur klassischeTeilchenzu. Nach der Quantenmechanilst sie fir Elek-
tronenaberfalsch. Man kann einemElektronkeinenSpaltzuordnendurchdenes,in Wirklichkeit*
gegangenist. Das Verhaltenvon Quantenobjektemveicht so radikal von den gewohntenklassischen
Vorstellungerab, dassselbstein scheinbarso harmlosesBild wie dasobigemit ihr in Konflikt gerat.
Daskannmanmit derfolgendenUberlegungeinsehen:

Nehmenwir an,in Wirklichkeit seijedesder Elektronensei durch einenbestimmtenSpaltgegangen,
denwir abernicht kennenWenndieseAnnahmestimmt, misstedasauf dem Schirmnachgaiesene
Musterurnveréanderbleiben,wennmandie Elektronen,umsortiert*. Dazulasstmanzuerstalle diejeni-

genElektronendenDoppelspalpassierendie durch Spalt1 gehenund erstdanachdie durch Spalt2

gehenden.

DasExperimentmit demdiesesUmsortieren“erreichtwird, haberwir alsExperiment.6schondurch-
gefuhrt.DasErgebnisistin Abb. 6.1nocheinmaldagestellt.ZuerstdecktmanSpalt2 ab,damitalle dort
ankommendeiklektronenabsorbiertverdenund nur die bei Spalt1 eintrefendendurchgelassewer-
den.Auf demSchirmemgibt sichdie in in (Abb. 6.1 (a)) gezeigteVerteilung,die mit P, (z) bezeichnet
wird.
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Abbildung6.1: Ortseigenschaftn Doppelspaltgperiment

Nun wird Spalt1l abgedecktdamit umgekehrinur Elektronendurchgelassemwerden,die durch Spalt
2 gagangersind. DieseElektronenfiihrenauf dem Schirmzur Verteilung P2 (z) (Abb. 6.1 (b)). Beide
Verteilungerzusammeremgeben

P(z) = Pi(2) + Py(2). (6.1)

Die Verteilung P(z) ist in Abb. 6.1 (c) gezeigt.Sie entsprichtgeradenicht der beim urspriinglichen
Doppelspalt-¥érsuchgefundeneerteilung,die zumVergleichnocheinmalin Abb. 6.1 (d) daigestellt
ist.

Was bedeutetiesesVersuchsegebnis?Zu P(z) tragenalle Elektronenbei, die durch Spalt1 gehen
undalle, die durchSpalt2 gehen AndereMdglichkeitenscheintesnicht zu geben.Und dochzeigtder
VemleichvonAbb. 6.1 (c) und(d), dassdie Annahme dasgedesElektrondurcheinenganzbestimmten
Spaltgeht,dascharakteristisch®oppelspalt-Interferenzmusteicht erklarenkann.

UnsereAusgangsannahmieei diesemExperimentwar, dassjedesElektron durch einenbestimmten,
aberunbekanntergpaltgegangensei.In Anbetrachtdiesesversuchsagebnissescheintsie nicht mehr
haltbarzusein.Im Doppelspalt-Experimerigt esnichtméglich,die Elektronerin solcheeinzuteilendie

durchSpaltl gehenundin solche die durchSpalt2 gehenDie klassische/orstellungvon Elektronen
alslokalisiertenGebildenstdf3thier anihre GrenzenDieswird nocherstaunlichenwennmanbedenkt,
dassm analogerExperimenimit Atomen(Abschnitt5.2) der Spaltabstanétwal50000 mal grof3erist

alsder typische Atomdurchmesser*.

Da die Zuordnungder Elektronenzu einembestimmtenSpaltnicht méglichist, kann manauchnicht
sagendassein bestimmteglektrondurcheinenbestimmterSpaltgegangerist. In der Quantenmecha-
nik ist esfalsch zu behauptendasElektronhabein der SpaltebeneinenbestimmterOrt, denwir nur
nichtkennenDie EigenschaftOrt“ kanneinemElektronunterdiesenUmstandemichtzugeschrieben
werden.Diesist ein grundlegenderZug der Quantenmechanikler auchfir andereQuantenobjektéZ.
B. Atome)undandereEigenschafteriz. B. Enegie, Impuls)qgilt:

In der Quantenmechanikist esmdglich, dasseinem Quantenobjekt klassischwohldefi-
nierte Eigenschaftennicht zugeschriebenwerden kénnen. Zum Beispiel besitzt ein Elek-
tronim Doppelspaltexperimentdie Eigenschaft,Ort* nicht.
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6.2 Messprozesaund Komplementaritat

Im letztenAbschnitthabenwir gesehendallmanbeimDoppelspaltersucheinemElektronin derSpal-
tebenedie Eigenschaft,Ort* nicht zuschreiberkann. Ein naheligenderEinwanddaraufist, daRman
denOrt derElektronenin der Spaltebeneglochmesserkann.

Experiment 6.1 (Computer simulation): Im Simulationsprogramm sehen Sie zwischen Blen-
de und Schirm eine Lampe, die wir bisher noch nicht benutzt haben (Abb 6.2. Schalten Sie sie
nun ein. Schalten Sie auch die Quelle ein, damit Elektronen emittiert werden. Sie werden Licht-
blitze hinter den Spalten erkennen. Die Elektronen streuen das Licht der Lampe. Der dadurch
erzeugte Lichtblitz kann registriert werden. Man fuhrt mit der Lichtquelle eine Ortsmessung
durch.

Abbildung6.2: Ortsmessungder Elektronenmit Laserlicht

Fur jedes einzelne Elektron sieht man einen Lichtblitz an einer ganz bestimmten Stelle. Das
bedeutet, dal man jedes Elektron bei der Ortsmessung an einem wohldefinierten Ort findet,
und zwar mit hoher Wahrscheinlichkeit hinter einem der beiden Spalte. Hinter welchem Spalt
man ein bestimmtes Elektron findet, I&Rt sich im voraus nicht sagen.

Hatmandamitdie Quantenmechanifiberlistet“undjedemElektrondochnocheinenSpaltzugeordnet,
durchdenesgegangerist? Nein, dennwennsie etwaslangerwarten(oderdie Taste,Speed“driicken),
werdenSiefeststellendalbei demsodurchgefiihrtetversuchkein Interferenzmusteauftritt. Stattdes-
senfindetmanwiederdie SummederbeidenEinzelspalt-\érteilurgenP; (z) + Pz (z). Dasbedeutet:

Ortseigenschaft und Interferenzmuster sind nicht gleichzeitig realisierbar, sondemn
schlieRensich gegenseiticaus. Diesist ein Spezialfall einesallgemeinenPrinzips, dasman
nach Niels Bohr Komplementaritahennt.

DasKonzeptder Komplementaritatvar fir Bohr ein ganzzentraleBegriff derQuantenmechanik/er-

suchsanordnungeimn denensichdie Interferenzvon Quantenobjektemeigtsind komplementaru sol-

chen,in denendie Quantenobjekteteilchenhalft”, alsomit einembestimmterOrt, auftreten Komple-
mentareVersuchsanordnungesind nicht zugleichrealisierbar Sie gebennur gemeinsamAufschluss
Uberdie Realitat.Die Wirklichkeit ist nichtin einemeinzigenanschaulicheBild erfassbar

Mit einemweiterenExperimentkannmandie Komplementaritavon Ortseigenschafind Interferenz-
mustemochdeutlicherillustrieren:
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Experiment 6.2 (Computer simulation): Klicken Sie auf den Schirm und wéhlen Sie ,theoreti-
sche Verteilung®“. Nun wird die Verteilung auf dem Schirm dargestellt, ohne dass wir jedesmal
warten mussten, bis sich das Schirmbild aufgebaut hat. Klicken Sie jetzt auf die Lampe. Ein
Fenster erscheint, in dem Sie die Intensitat der Lampe verandern kénnen. Wenn Sie die In-
tensitat langsam von 100 % auf 0% verandern, kdnnen Sie beobachten, wie die strukturlose
Verteilung nach und nach in das Interferenzmuster ubergeht.

Eine schwacherdntensitatder Lampebedeutetdassnicht mehralle Elektronennachg&iesenwer-

den.Die nicht nachg&viesenertragenzum Interferenzmustebei. Im Gegensatzdazukannmanden
nachgavieseneritomendie EigenschaftOrt* zuschreibenSietragenzur strukturlosen/erteilungbei.

Mit dem Intensitatsrgler der LampekannmandenUbemgangzwischendenkomplementareiGroRen
,2Oortseigenschafttnd,Interferenzmusterérforschen.

Noch ein anderercharakteristischeZug der quantenmechanischéessungafit sich an demExperi-
mentablesenSchondie VeréanderungineskleinenTeils der Versuchsanordnun@ier dasEinschalten
derLichtquelle)reichtunterUmstéanderaus,umdasVersuchsagebnisqualitativ zuveranderr{Auftreten
deslinterferenzmustersdernicht). Auch dieswar flir Bohr ein wichtigesMerkmal der Quantenmecha-
nik, daseralsdie Ganzheitlichkeit der Quantenphdnomenebezeichneaht.

Das Ergebnis von Experimenten héngt in der Quantenmechanik empfindlich von der
Versuchsanordnungab.

6.3 Messungenund Eigenschaften

Die geradaiskutierteOrtsmessungst nur ein Beispielfir einenquantenmechanischdfe3prozeld An
ihr kannmandie Besonderheiterlustrieren,die in der Quantenphysiknit dem Begriff der Messung
verkundensind. In derklassischerPhysikbedeutetlie Messungeiner GrélReeinfachdie Zurkenntnis-
nahmeihresvorherbereitswohldefinierteriertes.Flihrtmaneine Ortsmessungn einemklassischen
Gegenstandz. B. einemSteinoderBall) durch,wird z. B. durchAnlegeneinesMalistabegestgestellt,
wo sichderGegenstandm AugenblickderMessunghefindet Dasist soeinfach,dalfmansichiiblicher
weisekeineRechenschafiariiberablegt.

Mit unserenbisherigerWisseniiberdie Eigenschaftemnon Quantenobjektekdnnernwir schonabsehen,
dafRdie VerhaltnissdeieinerquantenphysikédcherMessungichtmehrsounkompliziertseinwerden.
Wir habenbereitsgesehengdaliein Elektronin der Spaltebenelie Eigenschaft,Ort" gar nicht besitzt.
Eine Ortsmessungganndahemicht einfachdarinbestehengalimanrein passv die bereitsfeststehende
Ortskoordinateur Kennnisnimmt. A priori ist keineswegsklar, wasesbedeutetaneinemQuantenob-
jekt eineGrolRe(wie denOrt) zumessenwenndieseGroRedembetrachtete®bjektgarnicht zukommt.
Die Frageist: Wie reagiererMel3geratdderenAnzeigedasErgebnisja bestimmt),wennsie mit einem
solchenQuantenobjekin Kontaktgebrachtwerden?Wie unterdiesenUmstanderdasErgebniseiner
Messundiberhaupaussehekann,mul3letztenEndesempirischgeklartwerden.

In denvoranggangeneiKapitelnwurdenschonhaufigMessungemn Quantenobjektediskutiert,ohne
daRdieserSacherhaltbisherzum Problemgewordenware.In allen Experimenterwurde ein eindeu-
tiger Wert der gemesseneferoliegefunden.Auch im obigen Gedankerneperimentleuchtetebei der
OrtsmessunginterdemDoppelspalhur aneinereinzigenStelleein Lichtblitz auf. Jedes€lektronwird

alsobei der Messunchintereinemder Spaltegefunden(obwohlesfalschware,zu sagendalResschon
vorherdie Eigenschaftbefindetsich hintereinemder Spalte“besessehat).

44



Von denmdglichenMeRBwerten(Spaltl oderSpalt2) ist bei derMessungalsogenaueinerausgavanhlt
worden.FuhrtmandasgleicheExperimentmehrereMale hintereinandeaus,wird manim allgemeinen
verschieden&rgebnissesrhalten.lm vorliegenderBeispielwird manein Elektronim Mittel genauso
haufighinterSpaltl wie hinter Spalt2 finden.

Bei jeder Messungan einem Quantenobjekt wird aus dem Spektrum der mdéglichen
Messwerte (hier Spalt 1 oder Spalt 2) ein einzelner realisiert. Die Wahrscheinlichkeit,
mit der ein bestimmter Messwert gefundenwird, lasstsich aus der Wellenfunktion mit
der BornschenWabhrscheinlichkeitsiormel (5.12)ermitteln.

Vor der Rggistrierungdurch einenDetektor (z. B. die Lampe)kannman dem Elektronkeine Ortsei-
genschaftzuschreibenEs gibt keine,Bahn“ (also eine Abfolge von Orten),auf der sich dasElektron
von der Quelle zum Schirm bewegt, sondernnur eine quantenmechanisch&fellenfunktion, die sich
nachWellengesetzeausbreitetErstim Messprozeswird einederbeidenMdglichkeitenrealisiert(das
Elektronwird entwedemhinter Spaltl oderhinterSpalt2 gefunden).

Diesillustriert noch einmal sehrdeutlich,dalin der Quantenmechanikin wesentlicheiUnterschied
darinbestehtpb ein QuantenobjekeineEigenschafbesitztoderob mananihm eineEigenschafmifdt
Wie wir geseherabenmuf3ein QuantenobjekeinebestimmteEigenschaf(wie denOrt) keineswgs
besitzen.Flhrt man eine Messungdurch findet man daggenimmer einen MeRwert. Aus der Tatsa-
che,dal3sich bei einerMessungdesOrtesein bestimmteMVert ergebenhat, darf manalsokeineswes
schlieBendaldasQuantenobjektieseEigenschaftorheraufgaviesenhat.

In der Quantenmechanikbestehtein Unterschiedzwischen,eine Eigenschafthaben® und
»eine Eigenschaftmessen®.

Zum Beispielsind die beidenfolgendenAussagemicht gleichbedeutend:

a) Bei einer Messungfindet man dasElektron am Ort .

b) Ein Elektron besitzt die Eigenschaft,Ort z“.

Hier liegt der Grund,warumesin der Quantenmechanikorteilhaftist, mit Ensembleson Quantenob-
jektenzu arbeitenstattmit denEinzelobjekterselbst.Betrachterwir die folgendeSituation:Man fihrt
aneinemeinzelnerElektronin der Spaltebeneine Ortsmessunglurchund erhaltdasErgebnis,Spalt
1*. NachdemobenGesagterkannmansich nicht sichersein, ob dasElektron die Eigenschaft,Ort*
wirklich besessehat oderob dieserWert sich nur als Ergebnisder Messungeingestellthat. Fir eine
einzelneMessungan einemeinzelnenQuantenobjekgibt esin der QuantenmechanikeineMethode,
zwischendieserbeidenAlternativenzu entscheiden.

Ein Auswey bietetsich,wennmanOrtsmessungeaneinemganzerEnsembleonidentischpraparierten
Quantenobjektedurchfuhrt.Hier gibt eszwei Méglichkeiten

1. Die gemessenéWertestreuend. h. beimancherMessungefindetmandasElektronhinter Spalt
1, beiandererhinter Spalt2. DannbesitztdasEnsemblehinter denSpaltennicht die Eigenschaft
,Oort”.

2. Alle Messungetieferndenselber®rt (innerhalbeinesgewissenintenvalls), z. B. ,,Spalt1“. Dann
besitztdasEnsembleadie EigenschaftOrt“. In diesem(und nurin diesem)Fall kannmanauch
vonjedemeinzelnerMitglied desEnsemblesagendassesdie betrefendeEigenschafbesitzt.
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DynamischeEigenschaftervon Quantenobjektebeziehersich also (ebensowie der Begriff der Pra-
paration)immer auf ein ganze€EnsembleDer Grunddafirist, dassesin der Quantenmechanig&inen
Unterschiedzwischen,eine Eigenschafhaben“und,eine Eigenschaftnessentibt.

6.4 Zustandsreduktion

JedephysikalischeMessungst ein Vorgang,bei demphysikalischeéMeZinstrumentenit demzu beob-
achtenderObjektin Wechselwirkungreten.WenneskeinenEinflussvom gemessene@bjektauf das
Messgeragabe konntemanam MessgeraauchkeinelnformationtiberdasObjektablesen.

UmgekehrtbeeinfluRim allgemeinerauchjedeMessungdie am Objektzu messend&roRe Will man
z. B. die Temperatuiin einemWassegefaBmessentauchtmanein Thermometein dasWasserein.
DurchdasEintaucherdesThermometersvird die TemperatudesWassersaberverandertsodaleine
exakte Temperaturmessunmgcht ohneweiteresmaglichist. In derklassischemPhysikwird dieseRUck-
wirkung entwederals vernachlassigbaangesehefz. B. der Strahlungsdruclbeim Durchlaufeneiner
Lichtschranke)der es existiert eine Korrekturtheoriedie eserlaubt,die Wirkung desMelRgeratezu
bertcksichtiger(der EinfluR desThermometerkann berechnetverden,wenn seineWarmekapazitat
bekannist).

In derQuantenphysikateineMessungkeinensolchpassvenCharaktemehr Messungerstelleneinen
nicht zu vernachlassigenddaingriff in denungestorterAblauf desGeschehendar; sie verédnderrden
Zustanddesgemessene®bjekts.Ein Beispieldafiirhaberwir schonkennengelerntdasim vorletzten
AbschnittbehandeltdDoppelspalt-Experimennit Lichtquelle.Mit ausgeschaltetdrampeergabsich
aufdemSchirmdasinterferenzmusteFihrtemandaggeneineOrtsmessungndenElektronerdurch,
indemmandie Lampeeinschalteteergabsichkein Interferenzmuster

Die Elektronenbefindensich nachder Messungalsoin einemanderernZustandjn demsie kein Inter-
ferenzmusteauf dem Schirm ausbilden.Die Messunghat alsoihren ZustandverandertDies ist ein
allgemeineZug von Messungerin der Quantenmechanik:

Anders als in der klassischenPhysik verandert eine quantenmechanischeMessungden
Zustand desSystemsan demdie Messungvorgenommenwird.

Handeltessich einfachum eine Stérungder Elektronendurchdie LampeWNerdendie Elektronenvon
denPhotonerder Lampeein wenig ,geschubst“,so dasssie anschlieen@n einerandererStelle auf
demSchirmlanden™Diesist nichtdie eigentlicheUrsachéfr die VeréanderunglesElektronenzustands,
die eine Messungmit sich bringt. Man hattedasExperimentamlichebensogutiurchfiihrenkénnen,
indem man nur einender beidenSpaltebeleuchtethatte. Hinter dem unbeleuchtetespalt hattendie
Elektronendanngar keine Moglichkeit gehabt,mit Photonerzu wechselwirkenTrotzdemhétteman
dasgleicheErgebniserhaltenkein Interferenzmuster

Esist ein grundlggendereshdnomendasder Zustandserénderundpei einerMessungzugrundeligt.

Mit Hilfe derWellenfunktionlasstessichauchquantitatv diskutierenln unserenBeispielist die Wel-

lenfunktiondesungestortersystemgalsoohneLampe)y (z) = 11 (2) +12(2) (vgl. Gleichung(5.14)).
Es handeltsich um einen Uberlagerungszustaralis den beidenWellenfunktioneny (z) und ¢4 (x)

(Abb. 6.3 (a)). Die Wahrscheinlichkeitserteilung der Elektronenauf dem Schirm, ergibt sich — wie

schonobendiskutiert— aus|v (z)|* = [11(z) + 12(z)|*. Man erhaltdasinterferenzmuste(Gleichung
(5.15)).Die Wellenfunktions(x), die dasdurchdenDoppelspalpréaparierteEnsemblevon Elektronen
beschreibtenthéltdie beidenmdglichenMesswertgSpaltl oderSpalt2) gleichermafen.
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(@) (b)

Y=y, +y, Y=y,

Abbildung6.3: (a) Die Wellenfunktionder Elektronerbei ausgeschaltetérampeist ein Uberlagerungs-
zustandaus (z) und ¢z (x). (b) Nacheiner OrtsmessungLichtblitz), bei der dasgemessen&tom
hinter Spalt1 gefundenwurde,wird esdurchdie Wellenfunktions; () beschrieberfZustandsredukti-
on).

Durch die Messungwird eine der beidenMoglichkeitenausg&ahlt. Nach der Messungist nur noch
sie in der Wellenfunktionvertreten.Die Elektronen,die man hinter Spalt1 findet, werdendurch die
Einzelspalt-Wéllenfunktion ¢, (=) beschriebertAbb. 6.3 (b)). Ihr Beitragzur Elektronewerteilungauf
demSchirmentsprichtdahergeradeder Einzelspalt-\érteilurg |+, () |>. Umgekehrtwerdendie hinter
Spalt2 gefundenertlektronendurch, () beschriebermmit derzugehorigeVerteilung|, (z)|%. Das
Muster dassich schlieRlichauf dem Schirm herausbildeist die SummeP(z) = |¢y]? + [12|* der
beidenEinzelspalterteilurgen;esist durchdie AbwesenheitlerInterferenzstruktugekennzeichnet.

Die TatsachemanbeidiesemVersuchkein Interferenzmusteerhalt,wird alsodadurcherklart,da’die
Elektronennachder Messungdurch eine andee Wellenfunktionbeschriebemwerden.Den Ubeigang
von(x) = 1y (x) + () zueinerderbeidenMoglichkeiteny (x) oderis(z) nenntmanZustands-
reduktion oder K ollaps* der Wellenfunktion. Sie stellt eine abrupteAnderungder Wellenfunktion
dar, die charakteristiscHiiir eine Messungist. Mit Heisenbeg kbnntemandie Zustandsreduktio den
,Ubergangvom Moglichenzum Faktischen“nennen.

Nur am Randeseibemerkt,dassdasDoppelspalt-Experimentochein andereBeispielfir einequan-
tenmechanischilessungenthalt:die Registrierungder Quantenobjektauf demSchirm.Wie wir oben
geseheinaben produziertein einzelnesElektronnur einenkleinen,nahezuunktférmigen,Fleck® auf
demSchirm,obwohlisichdie Wellenfunktionlibereinenwesentlichgrof3ererOrtsbereicterstreckt Der
Nachweisauf dem Schirm stellt eine Ortsmessunglar, bei der nur eine der Moglichkeitenrealisiert
wird; d. h. nuraneinemdermdglichenOrtefindetmaneinenFleck.Die Zustandsreduktiobestehtar

in, daRdasElektronnuraneinerganzbestimmterstelledie physikalischemundchemischemReaktionen
auslostdie zu seinemNachweisfuihren.

6.5 SchrodingersKatze, Messprozessund Dekoharenz

BeidenPhanomenederAlltagsweltnimmtmannichtsvondemmerkwirdigerQuanternerhaltenwahr,
wie esz. B. Elektronenm Doppelspaltgperimentzeigen Esstelltsichdie Frage ob manmit derQuan-
tenmechanilerklarenkann,wie die Welt inre ,klassische“Erscheinungsformannimmt,wennmanvon
mikroskopischerzu makroskopische®ystemeriibegeht.Besitztdie Quantenmechanikinenklassi-
schenGrenzfall, in demsiedie AussagerderklassischeiMechanikreproduziert?

47



Elektronenin einer Elektronenstrahlréhr&ann man z. B. durch ein sogenanntegWellenpaket“be-
schreibend. h. durch eine Wellenfunktion mit begrenzterAusdehnunggdie sich wie ein Wellenpuls
ausbreite{Abb. 6.4). Schonfriih wurdeerkanntdassder ,Schwerpunkt“‘einesWellenpaketsichnach
denNewtonscherGesetzemewnegt, wenndasWellenpakenicht zu ausgedehrist, d. h. wenndie Aus-
dehnungdesWellenpaketslein ist gegentberden Abstandenfir die sich dasPotentialandert.Ein
solchesWellenpakethewnegt sich dannahnlichwie ein Teilchender Massem in dem entsprechenden
Potential.

Schrodingeerkanntgedoch,dassdaseigentlicheProblembeim klassischerGrenzfallin denUberla-

gerungszustanderliegt. Er legte dasanhandeinesbesonderslrastischerBeispielsdar, dasunterdem
Namen,SchrddingerKatze" Berihmtheiterlangte:ln einemKasten,in demsich eineVorrichtungzur

FreisetzungeinesGiftgasesefindetst eineKatzeeingesperr(Abb. 6.5). Ein Zufallsereignigradioak-
tiver Zerfall einesAtoms) bestimmt,ob dasGasfreigesetztwird odernicht. Die Apparatursoll gerade
soviel radioaktive Substanznthalten,um in einer Stundemit 50% WahrscheinlichkeieinenZerfall

herbeizufuhrendernachAuslésungdesMechanismuslie Katzevemiftet.

Die WellenfunktiondesGesamtsystem@asten+ Katze)hat nachdieserZeit die Form einesUberla-
gerungszustadszweiermakioskopist vershiedenerZustande Sie enthaltdie beidenMdglichkeiten
.Katzetot" und,Katze lebt" in gleichemMale:

P(z) = ¥i(2) + 2(2), (6.2)

wobei; (2) denZustand(Atom zerfallen+ Katzetot) und; (z) denZustand(/Atom nicht zerfallen+
Katzelebt) bezeichnetDie Wellenfunktion6.2 hatdie gleicheGestaltwie die einesAtoms beim Dop-
pelspalteperiment(Gleichung(5.14)). Dort zeigte sich, dassman dem Atom keinenSpalt zuordnen
konnte durchdenesgegangerwar. Esbesaftlie EigenschaftOrt* nicht. UbertragtmandieseErkennt-
nis auf denFall der Katze,kommtmanzu demSchlussdassdie Katzein demUberlagerungszustand
Schrédingedie Eigenschaftentot” oder,lebendig”nicht besitzt.

Esistwichtig zubetonenWie beimAtom hinterdemDoppelspalhandeltessichbei6.2nichtumeinen
Zustand,in demmannicht weif} ob die Katzetot oderlebendigist, sondernsie besitzttatsachlichdie-
seEigenschaftemicht. Ahnlich wie beim Doppelspaltgperimentkannesbeim Uberlagerungszustand
6.2 zu Interferenzerscheinungemwischentoter undlebendigeiKatzekommen.Nun ist eseineeviden-
te Erfahrungstatsacheassin der Wirklichkeit solchePh&nomenaicht vorkommen.Schrodingerist
esalsomit diesemBeispiel gelungennachdriicklichdeutlich zu machendassder Ubeigangvon der
Quantenmechanikur klassischeMechaniknicht ohneSchwierigkeiterzu bewaltigenist.

SchrodingerKatzenparadoxoweist eine engeVerbindungzur Frageauf, wie einequantenmechani-
scheMessungzu beschreibersei: Anstelle der Katze kann man sich ein Messgeratdenken,dasden
Zerfall einesAtomsin derradioaktvenSubstanziurchdasAufleuchteneinerLampeanzeigersoll. Wie
im Fall der Katze schlieRtman, dasssich dasMessgeranachAblauf einer Stundein einemUberla-
gerungszustantefindet,in demdie Lampekeine der Eigenschaftenleuchtet” oder leuchtetnicht*

A WX

-

Abbildung6.4: WellenfunktioneinesWellenpakets
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Abbildung6.5: Schrodinger&atze

besitzt.Die Quantenmechanikagtalsovoraus,dasssich nacheinerMessungdasMessgeratn einem
Zustandbefindet,n demeskeineneindeutigenNertanzeigt Dies stehtim Widerspructzu allen Erfah-
rungenmit Messgeréaten.

DiesesProblem dasquantenmechanischévlessproblem, beschéftigdie Physikerseitmehrerenlahr
zehnten Eine endgliltigeLdsunghat es bislangnoch nicht gefundenUm Ubereinstimmungnit dem
beobachteteNerhaltenvon Messgeréaterzu erhaltenwurde ,von Hand“ der abrupteProzesgder Zu-
standsreduktiorfs. 0.) eingeftihrt:Bei einer Messungwird die Wellenfunktion nach Zufallsgesetzen
ausdemUberlagerungszustaraif eineder Moglichkeiten(,Lampe leuchtet*/,Lampeleuchteticht*)
sreduziert”. Eine ErklarungderZustandsreduktiordie eserlaubt,sieausdenGrundgesetzeder Quan-
tenmechanilzu verstehenstehtjedochnochaus.

In denletztenJahrenzeichnetsich ein wissenschaftlicheKonsensab, wie mandem Verstandnides
Schrodingerschelatzenproblemgunddamitauchdemdesquantenmechanischétessprozessesi-
her kommenkdnnte:Uberdie Theorieder Dekoharenz Die zentraleldee dabeiist, dassman makro-
skopischeKorper (wie die Katze) nicht isoliert betrachterkann. Sie miissenals mit der Aul3enwelt
wechselwirkend®ffene Systemeaufgefasstverden.Sie besitzerimmer eine nattrliche Umgehung,
mit der sie auf vielfaltige WeisewechselwirkenDie Katzez. B. streutLicht, gibt Warmestrahlungb
und beeinflusstlie Luftmolekulein derUmgelung.

Schonbeim Doppelspaltgperimentkonntemansehendasskein Interferenzmusteauftrat,wennman

jedesAtom hinter einemder beidenSpaltedurch Lichtstreuungnachwies(vgl. Abschnit6.2). Dieser
Verlustder Interferenzfahigkeitst unabhangiglavon, ob dasgestreutePhotonvon einemBeobachter
registriertwurdeodernicht.

Ebensaerstortdie LichtstreuungundauchjedeanderéNechselwirkungnit derUmgelung)daskenn-
zeichendesUberlagerungszustan@s2: die Interferenzfahigkeizwischemy, () und ), (z) (alsozwi-
schentoterundlebendigeiKatze).Durchdie Wechselwirkungnit inrer Umgelungwird die Katze,ef-
fektiv klassisch” Sieist tot oderlebendig;Uberlagerungenderinterferenzerscheinungésnnennicht
nachgeviesenwerden.

Schrodinger&rage warumkeineUberlagerungszustanthei makroskopischeKorpernauftretenwird
somitdurchdie TheoriederDekoharenbeantwortetMakroskopisch&drpererscheineklassischyveil
mansie nicht vonihrer Umgelungisolierenkann.Die Wechselwirkungnit derUmgelung zerstortdie
InterferenzfahigkeitEsgibt jedochauchbesonderé&alle,wo die IsolierungvonderUmgelungmaglich
ist. Dannfindet keine Dekoharenzstatt und eskommt zu makroskopische®Quantenphanomenewje
SupraleitungSuprafluiditdtund Bose-Einstein-iKindensation.

In jungsterZeit wird auchder Ubeigangsbereiclawischenklassischeund Quantenphysiklem Expe-
riment zuganglich.So gelanges 1996, ein lon in einenUberlagerungszustaralis zwei raumlichum
80 nm getrenntenNellenpaketerzu bringen,derenAusdehnungeweils nur 7 nm betrug. Dies stellt
eine UberlagerungzweiermakroskopisclverschiedeneZustandedar. Die durchdie Wechselwirkung
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mit der Umgehung verursachtddekoharenZder Verlustder Interferenzféhigkeizwischendenbeiden
Wellenpaketenkonntein demExperimenim Detail verfolgt werden.
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Kapitel 7

HeisenbegscheUnbestimmtheitsrelation

7.1 GleichzeitigePraparation verschiedenerEigenschaften

In derklassischerMechanikwird die Bewegungvon Teilchendurchdie Angabeihrer Bahnkune be-
schriebenEin Beispielist derwaagerecht&Vurf, bei demKugelneinerparabelférmigemahnfolgen,
nachdensievoneinerAbschusserrichtungabgeschossemurden(Abb. 7.1).Die Kugelnbewvegensich
immer auf der gleichenBahn,sofernalle die gleichenAnfangsbedingungehesitzend. h. identische
Werte desAbschussortsind der Abschussgeschwindigit. Man mussalso eine Abschusserrichtung
bauenmit dermanKugelnmit moglichstidentischemAnfangswertereg, yo, pzo, pyo von Ort und Im-
puls abschieRefkann.Zum HerstellendieserAnfangsbedingungemussmanalsoan einemEnsemble
von Kugelndie EigenschaftepOrt“ und,Impuls” gleichzeitigpraparieren.

.Praparierenist gleichbedeutendamit,dassheiMessungemnlerpraparierterGréfieaneinemensemble
von Kugelndie Streuungder Messwerteverschwindebzw. sehrklein wird. Streuerdie beobachteten
Bahnen kanndies daranliegen,dassdie Kugelnnicht reproduzierbavom gleichenOrt mit der glei-
chenAnfangsgeschwindighit abgeschossewurden.Man bautdanneine neueAbschusswerrichtung,
beiderdie Streuungn denAnfangswerterkleinerist undfihrt dasExperimentnocheinmaldurch.Die
Erfahrungzeigt,dassesin derklassischerPhysikkeineprinzipielle untereGrenzefir die gleichzeitige
Verkleinerungder Streuungeiin denAnfangsbedingungegibt.

dassdas Praparierervon Eigenschafterauch fir Quantenobjekteandglich ist, wurde bereitsgezeigt
(z. B. Polarisationseigenschdfiei Photonen) Beim waagerechteWurf reicht die Praparatioreiner
einzelnenGrofeallerdingsnicht aus. Zur Herstellunggleicher Anfangsbedingungefiir alle Kugeln
misserOrt und Impuls gleichzeitig prapariertwerden,und zwar sovohl in x- alsauchin y-Richtung.

ty

Abbildung7.1: Praparatiorund Bahnkune beimwaagerechtekVurf
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Abbildung7.2: StrahleinesLasers

DieserUmstanderscheinnicht weiterbemerkenswertNachallen Alltagserfahrungekommteseinem
selbsterstandlichvor, dassmanzwei Eigenschaftemleichzeitigherstellenkann,wennmanjedevon
ihneneinzelnpraparieremprépariererkann.

Um soiberraschendést es,dassn derQuantenmechaniienaudasGegenteilderFall ist: Esgibt Paare
von Eigenschafteiz. B. Ort und Impuls) deren gleichzeitigePraparation prinzipiell nicht moglich ist,
obwohldie Praparatiorjedereinzelnerauf keinegrundséatzlicherenzerstol3t.Diesist derInhaltder
Heisenbergscherunbestimmtheitsrelation, die in diesemKapitel nahererlautertwerdensoll.

7.2 Praparation von Ort und Impuls bei Photonen

Um die Unmdglichkeitder gleichzeitigenPréaparatiorvon Ort und Impuls zu zeigen,analysiererwir
einenkonkretenVersuch peideEigenschafterzugleichherzustellenAls Quantenobjekt&enutzerwir
die PhotonereinesmonochromatischehaserstrahlgAbb. 7.2). Da der Strahlsehrgut geblndeltist,
ist die Impulskomponente, senkedt zur Strahlrichtungtr alle PhotonerpraktischgleichNull (zum
Begriff dasPhotonenimpulsegyl. Abschnittl.4).Siebesitzeralsodie Eigenschaffimpulskomponente
py = 0°. WiirdemanMessungerder Impulskomponentg, ansehrvielen PhotonerdesLaserstrahls
durchfihrenwaredie StreuungAp, derMesswerteum denWert p, = 0 verschwindendjering.

Der Laserstrahbesitzteine gewisseraumlicheBreite in y-Richtung(Abb. 7.2). Misst manmit einem
raumlichhochauflésendeetektor wird manPhotonerinnerhalbeinesBereichderBreite Ay, finden.
Die Messwertdir die Ortskomponentg weisenalso eine StreuungAy, auf. Dasbedeutetdassdie
Photonemicht auf die Eigenschaff,Ortskomponentg* prapariertsind.

Man kannnun versuchengdie Streuungder Ortskomponente zu reduzierenjndem man den Strahl
einenengenSpaltpassiereasst:

Experiment 7.1: Lassen Sie einen Laserstrahl durch einen engen Spalt (Breite d) fallen. Der
Strahl wird hinter dem Spalt aufgeweitet (Abb. 7.3). Je enger der Spalt, desto groRer ist die
Aufweitung.

Es handeltsich hier um die ausder Optik bekannteBeugungeinesLichtstrahlsam Spalt.Die Struktur
derBeugungsmaximand-minimalasstsichdeutlicherkennen.

Analysierenwir, was das Versuchseagebnisin quantenmechanischéfinsicht fur die Eigenschaften
,Ortskomponente,” und ,Impulskomponentep,” bedeutetDurch dasEinflihrendes Spaltesist der

Laserstrahlunmittelbarhinter dem Spalt schmalergevorden. Das bedeutetdassdie Messwerteder

Ortskomponentg in der Spaltebenavenigerstark streuen.Die Streuungist von Ay, auf Ay ~ d

vermindertworden.

BedeutetdieseVerbesserungder Ortspraparationdassnun Ort und Impuls gleichzeitiggut prapariert
sind?Nein, denndie allméhlicheAufweitungdesStrahlshinterdemSpaltzeigt,dassdie Photonemicht
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Laser 1.

Abbildung 7.3: AufweitungdesLaserstrahlganeinemengenSpalt

mehrgebindeltsind. Bei einer Messungstreuendie Impulseder Photonemun in Querrichtung.Die
Photonerhabenihre Eigenschaffimpulskomponentg, = 0* verloren.

MankannsagenDie OrtstreuunglerPhotonerunmittelbathinterdemSpaltkonntemit demSpaltzwar
verringertwerden.Man hatdiesaberdamiterkauft,dassdie ImpulsstreuungemréRertwurde.Ort und
Impulskonntennicht gleichzeitigprapariertverden Diesgilt nicht nur fur Photoneram Spalt,sondern
eshandeltsichum ein allgemeineslrinzipder Quantenmechanik:

Heisenbergsché&nbestimmtheitsrelatia: Es ist nicht méglich, ein Ensemblevon Quante-
nobjekten gleichzeitigauf Ort und auf Impuls zu praparieren.

7.3 Ein Mal fur die ,Glte* einer Praparation

Mankanndie Heisenbegscheunbestimmtheitsrelationochquantitatverformulieren,namlichalseine
Beziehunggdie angibt,wie ,gut“ manOrt undImpulsaneinemEnsembleson Quantenobjektegleich-
zeitig prapariererkann.Vorhermussabererstgeklartwerden wasmanmit demAusdruckder ,Glte"
einerPraparatiormeint.

Erinnernwir uns:Ist ein Ensemblevon Quantenobjekteauf einebestimmteEigenschafprapariertund
manfihrt eineTestmessundieserEigenschaftlurch,wird beijederMessunglerselbéVert gefunden.
Die StreuunglerMesswertast dannNull. Allerdingswird esin einemrealenExperimenkaummaglich
sein, die Streuungder Messwerteexakt auf denWert Null zu bringen.Die Praparatiorist dannnicht
perfekt, aberdoch so gut, dassman die betrefende Eigenschaft,nahezu” praparierthat. Um dieses
»-nahezu“quantitatv zu fassen betrachterwir denVersuch,mit einemSpaltdie Eigenschaft,Ort y“
(senkrechtzur StrahlrichtunganeinemElektronenstrahu praparieren.

Experiment 7.2 (Gedankene xperiment): Ein Strahl von Elektronen fallt auf einen Spalt der
Breite d. Unmittelbar hinter dem Spalt steht ein hochauflésender Detektor, der die Elektronen
mit einer weit hoheren Auflésung als der Spaltbreite nachweisen kann. Er registriert die Zahl
der Elektronen die pro Sekunde an einer bestimmten Stelle ankommen (Abb. 7.4 (a)).

Der Detektorfiihrt Ortsmessungean denElektronendurch,die vom Spaltdurchgelassewerden.Na-

turlich wird mansodicht hinterdemSpaltalle Elektronenin demkleinenGebietfinden,dasvom Spalt

nicht abdecktwird. Um die Verteilungder MesswerténnerhalbdiesesGebietesstatistischzu erfassen,
ermitteltmanihren Mittelwert § undihre StandardabweichungAy. Der Mittelwert gibt an,wo die

Verteilungder Messwerteihren ,Schwerpunkt“besitzt,die Standardabweichunigt ein Maf3 fur ihre

Streuung.
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Abbildung7.4: Praparatiorder EigenschaftOrt* aneinemElektronenstrahl

Die VerteilungderOrtsmesswertsiehtwie in Abb. 7.4 (b)) aus.Die Elektronersindgleichmagicinter
dem Spaltverteilt. Die Standardabweichunger Ortsmesswertést von der Grol3enordnungler Spalt-
breite. Wennder Spaltrelatv schmalist, ist auchdie Streuungrechtklein. Bei einembreiterenSpalt
weisendie Ortsmesswerteinegrof3ereStreuungauf (Abb. 7.4 (c)).

Mit der Standardabweichungy hatmanein MaR3 gefundenmit demmandie Gite einer Prapara-

tion festlggenkann. Wenn die Streuungder MesswerteNull ist, ist die Praparatiorperfekt (im Fall

der Ortspraparatiomit einemSpaltist diesnicht zu erreichenweil mandazuden Spaltimmerenger
machermusstebis er schlieRRlichganzverschlosseist). Wenndie Standardabweichungjcht Null ist,

bedeutetlas,dassdie Messwertestreuenin diesemFall ist die Préparatiomicht perfektund die Stan-
dardabweichungibt dariiberAuskunft,wie sehrdie PraparatiorderbetrefendenEigenschaftoneiner
idealenPraparatiorabweicht.Eine kleine Standardabweichunigedeutetdassdie Eigenschaftelati

gut praparierist, wahrendbei einergrof3enStandardabweichuriginegutePraparatiorvorliegt.

Die ,Gute* der Praparation einer Eigenschaft(z. B. Ortskomponentey) kann man an-
hand der Streuung der Messwertebei einer Testmessundpeurteilen. Je kleiner die Stan-
dardabweichung Ay der Messwerteist, um sobesserist die Eigenschaftprapariert.

7.4 Mess\erfahrenund Eigenschaften

Den Zusammenhangwischender Streuungvon Messwerterund einer Eigenschaftdie ein Objekt
besitzt kannmansichanhancdeinerAnalogieausderklassischefPhysiknocheinmalplausibelmachen.
Wir stellenunszweiverschieden&ortenvon Metallplattenvor, ndmlichrundeund quadratisch€Abb.

7.5). Die rundenPlattenbesitzerdie EigenschaffDurchmesser“Den quadratischeilattenkannman
einesolcheEigenschafhicht zuschreibendie Fragenachihrem Durchmesseist sinnlos.

Was passiertwennman trotzdemversucht,an den quadratischetrlatteneinen Durchmesserzu mes-
sen.Andersformuliert: Wasist dasErgebnis,wennmanversuchteineEigenschafzu messendie dem
betrefendenObjektgarnicht zukommt2Um die Fragezu beantwortenmussmansich ein Mess\erfah-
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Abbildung7.5: rundeund quadratisch®latten

MeRwerte
streuen nicht

D
MeRwerte
streuen

Abbildung7.6: Mess\erfahrerfir die EigenschaftDurchmesser*

ren fur die Eigenschaft,Durchmesser‘ausdenkenMan kdnntez. B. ein Ma3bandnehmenund unter
verschiedeneinkeln den Abstandvon Kante zu Kante messenAbb. 7.6). Fur die rundenPlatten
erhaltmanimmer denselberMesswert Sie besitzerdie EigenschaftDurchmesser“Fir die quadrati-
schenPlattenstreuerdie MesswerteDies zeigtan, dassdiesePlattendie gemessenEigenschafhicht
besitzen.

Umgekehrtkann man nach der Eigenschaft,Seitenlange“fragen, die den quadratischerPlattenzu-

kommt. DieseFrageist fur die rundenPlattensinnlos,weil manihnenkeine Seitenlangeuschreiben
kann.Wiederumschlagtsich diesin den Ergebnisservon Messungemieder die man mit einemge-

eignetenMess\erfahrendurchfiihrenkann. Die Eigenschaft,Seitenlange“kdnntemanz. B. dadurch
messengdassmandasMalbandmmerin vertikalerRichtunganlegt, aberim Unterschiedzu vorherdie

Messungan mehrererStellendurchfiihrt(Abb. 7.7). Bei diesemMess\erfahrenstreuendie Messwerte
fur die rundenPlatten,wahrendman bei den quadratischefPlattenimmer denselberMesswerterhat,

derdie Seitenléangaler Plattenangibt.

] MeRwerte
1 streuen

MeRwerte
streuen nicht

Abbildung 7.7: Mess\erfahrerfir die EigenschaffSeitenléange”
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7.5 Elektronen am Einzelspalt und die quantitative Formulierung der
Unbestimmtheitsrelation

Nachder HeisenbegschenUnbestimmtheitsrelatipkannmanan einemEnsemblevon Quantenobjek-
tenOrtundimpulsnichtgleichzeitigperfektpraparierenNachdenwir im vorletztenAbschnittein Maf3
fur die GuteeinerPraparatiorgefunderhaben kénnenwir fragen,in weldhemAusmafOrts-und Im-
pulspraparationinvereinbarsind. Dasbedeutet\Wennman eine experimentelleAnordnungbetrachtet,
beiderOrt undimpulsnur ndherungsweisgraparieriverden- gibt esdanneine Grenze wie naheman
demldealeinerperfektenPraparatiokommenkann?

L
.

I

Abbildung 7.8: Elektronenam Einzelspalt

Esist tatsachlichmdglich, eine solcheAussagezu treffen. Man kanndie HeisenbegschelUnbestimmt-
heitsrelatioquantitatv alseineBeziehungwischenAy und Ap, formulieren,alsozwischerdenMalf3-
zahlenfur die Gute der Praparatiorvon Ort und Impuls. Dazu betrachterwir denVersuch,mit Hilfe
einesSpaltsan ElektronerngleichzeitigOrt y undImpulsp, senkrechizur Strahlrichtungzu praparieren.

Experiment 7.3 (Computer simulation): Starten Sie das Doppelspalt-Simulationsprogramm
und wahlen Sie Elektronen der Energie F = 50 keV. Aktivieren Sie am Schirm die Einstel-
lung ,theoretische Verteilung“. Klicken Sie nun auf die Blende und schlieBen einen der beiden
Spalte. Sie kénnen nun die Elektronenbeugung am Einzelspalt untersuchen.

Variieren Sie die Spaltbreite zwischen 700 nm und 200 nm. Wie beim analogen Experiment
mit Photonen (Abschnitt 7.2) wird der Strahl hinter dem Spalt aufgeweitet. Je schmaler man
den Spalt macht, desto breiter wird das Beugungsmuster (Abb. 7.8).
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Verteilung der Verteilung der

OrtsmeRwerte ImpulsmeRwerte
(a) :
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Abbildung7.9: VerteilungderOrts-undImpulsmesswertéir einenbreitenundeinenschmalerEinzel-
spalt

Die GutederOrts- bzw. Impulspraparationvird durchdie Streuungder Messwertesinerentsprechen-
denTestmessungeschriebenAn demEnsemblevon Elektronen dasdurchdenSpaltpréapariertwird,
nimmt manalso— genauwie im vorigenAbschnitt— die Verteilungder Ortsmesswertanmittelbarhin-
ter demSpaltauf. Dannersetztmandenhochauflosende@rtsdetektodurchein Impulsmessgeratnd
ermitteltdamitdie Verteilungder ImpulsmesswerteBeide Verteilungerwerdenin ein Diagrammuber
tragenund ihre Standardabweichungemerdenermittelt. So erhaltmandie OrtsstreuungAy und die
Impulsstreuung\p, .

Die Ergebnissesindin Abb. 7.9 gezeigt:Fur einenbreitenSpaltergibt sicheinerelativ gro3eOrtsstreu-
ung,abereinekleinelmpulsstreuungAbb. 7.9(a)). Dageyenist bei einemschmalerSpaltdie Ortsstreu-
ungklein, aberdie Impulsstreuungro3(Abb. 7.9 (b)). Die beidenStreuungescheinenm vorliegenden
Beispielreziprokmiteinandererknlpftzu sein:Die Streuungderimpulsmesswerteimmt zu, wenndie
Streuungler Ortsmesswertabnimmtund umgekehrt.

Man kannsichdiesenreziprokenZusammenhangwischenOrts- und Impulsstreuunguchtheoretisch
plausibelmachenDie QuelleprapariertElektronenmit der Eigenschaftimpuls®. Alle Elektronenbe-
sitzenin z-Richtungdenimpulsp,, = v2m E undkeinelmpulskomponenté y-Richtung:p, = 0.
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Abbildung7.10: Abschatzungler Impulsstreuung\p.

Durchdie Beugungam Spaltverliert der Elektronenstrah$eineurspriinglichdmpulseigenschaftin-
ter dem Spaltmisstmandie in Abb. 7.9 gezeigtestatistischeStreuungder Querimpulsep,. Auf dem
Weg vom Spaltzum Schirmweitetsichder Strahldaherauf undbildet dasbeobachtetBeugungsmuster
aus.Jegrolerdie Streuungder Querimpulsést, destobreiterwird dasBeugungsbildauf demSchirm
ausfallen Daherkannmanmit der Breite desBeugungsmusterguf dem Schirmdie Streuungder Im-
pulsmesswertam Spaltabschatzen.

Der Grof3teilder Elektronenwird auf dem SchirminnerhalbdesHauptmaximumsler Beugungsfigur
registriert, alsoinnerhalbdesWinkelbereichgwischent-a und —a (Abb. 7.10(a)). Zur Abschéatzung
derStreuungderQuerimpulseAp, kannmansichdaheraufdieserBereichbeschrankerAus Abb. 7.10
(b) liestmandenfolgendenZusammenhangh

Ap, & psin a. (7.2)

Der BereichdesHauptmaximumsst durchdie erstenBeugungsminimdegrenzt,dessen.ageausder

klassischer®ptik bekanntist:
A

sinow = 7 (7.2)
Im Fall der Elektronenist A\ die de-Broglie-Wellenlangedes auf Impuls p prapariertereinfallenden

Strahlsh = k/p (vgl. (5.3)).Also gilt:
h

sinow = pawr (7.3)
Eliminiert mansin o ausdenGleichungen(7.1)und(7.3),emibt sich:
h  Apy
p-d” p
Kirzt mandie beidenFaktorenp und schatztdie Streuungder Ortsmesswerté\yy durchdie Spaltbreite
d ab,wird dieseGleichungzu:

(7.4)

Ay - Apy~h (7.5)

Diesist die gesuchteGleichung,die flr unserSpaltbeispieldie Streuungerder Orts- und der Impuls-
messwertén gesetzmaRigeweise miteinanderverknipft. Das Produktder beidenStreuungernist in
diesemBeispielimmervon der GroRenordnungler PlanckschetKonstanter,. Dahermussbeijedem
Versuchdie Ortsstreuung\y durchVerengerdesSpaltszu verringern,die Streuungder Querimpulse
Ap, groBerwerdenundumgekehrt.

Gleichung(7.5) stellt die quantitatve Formulierungder HeisenbegschenUnbestimmtheitsrelatiofir
dasspezielleBeispieldesSpaltsdar. Sie besitztiedocheinenviel gréRererGltigkeitdereichln ihrer
allgemeinerForm regelt siegenerellwie gut Orts-und Impulspréparatiogleichzeitigmdglich sind:
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Hat man ein Ensemblevon Quantenobjektensoprapariert, dassdie Streuungder Orts-
messwerteAy klein ist, wird die Streuung der Impulsmesswerte Ap,, grof3 sein (und
umgekehrt). Es gilt die Heisenbergsch&Jnbestimmtheitsrelation:

h
Ay - Apy, > —. (7.6)
Y

Die Uberlegungenam Einzelspaltsuggerierengdassein Ensemblamit groRerOrtsstreuungutomatisch
eine kleine Impulsstreuungaufweisenwird. Das wird im allgemeinemicht der Fall sein. An einem
Ensemblevon Quantenobjektekannsowohl der Ort als auchder Impuls schlechtprapariertsein.Die
HeisenbegscheUnbestimmtheitsrelatiostellt nur eine untere Sdrankefiir die gleichzeitigePrapara-
tion von Ort und Impuls dar. Dies wird durchdas GroéRefZeichenin (7.6) zum Ausdruckgebracht.
Der gegenliberGleichung(7.5) geandertév/orfaktor ist durchdie bei der Ableitung dieserGleichung
gemachtem\bschatzungebedingt.

Die bisherigenUberlegungenzur HeisenbegscherlUnbestimmtheitsrelatiogaltennur fir Komponen-
tenvon Ort und Impulsin dergleichenRichtung(hier y-Richtung).Es stellt sich heraus dassdie Un-

moglichkeitder gleichzeitigenPraparatiomur fir dieseKomponentergilt. DasbedeutetEs ist zwar
unmoglich,gleichzeitigz und p,, odery und p, zu praparierenOrts-und Impulskomponentem ver-

schiedendrichtungenwie z. B. y undp,. oderz undp, lassersichaberdurchaugleichzeitigpraparie-
ren.

7.6 Unbestimmtheitsrelation und Bahnbegriff

Die HeisenbegscheUnbestimmtheitsrelatiobedeutetlenAbschiedvom Begriff der Bahn einesTeil-
chens wie erin derklassischerPhysikverwendewird. Der Bahnbgriff ist mit derNotwendigkeitver-
bunden,Ort undImpulszumgleichenZeitpunktexakt anzugebenin derklassischeMechanikist dies
im Prinzipimmermaoglich; manstd3tdabeihdchstenanpraktischeGrenzenDie Unbestimmtheitsrela-
tion (7.6) zeigtjedoch,daRdiesfir Quantenobjektevie Elektronemiemalsmdglichist: Quantenobjekte
kénnenniemalsdie EigenschaftenOrt“ und ,Impuls” zugleichbesitzen DasProduktder Streuungen
Ay und Ap, muBimmerin der GréRenordnunderPlanckschefonstante: odergrof3ersein.

Wie ist dieseFeststellungabermit der Beobachtungu vereinbarendassElektronenin einerElektro-
nenstrahlréhrescheinbaruf einerwohldefinierterBahnlaufen?Um diesenscheinbarewiderspruch
aufzuklarenpetrachterwir dasfolgendeBeispiel:

In einerElektronenstrahlrohrevird der Elektronenstrahfin der AnodeaufeineBreite Ay ~ d = 0,1
mm abgeblendetAbb. 7.11).Die Streuungder Impulsein y-Richtung(alsoin Querrichtung)st daher

mindestens
h 6,6-107%"kgms

T AxAz  4x-10-'m
Die Geschwindigkeisteuungin y-Richtungerhaltman,indemman Ap, durchdie Elektronenmasse
teilt:

=5,3-10* kgm/s.

Ap,

A
Av, = =2 — 0, 58m/s
m
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Abbildung7.11:,Bahn“ derElektronenin einerElektronenstrahlrohre

Zum Vemleichberechnemandie Geschwindigkeiin z-Richtung(alsoin Strahlrichtung)die ein Elek-
tron bei einerBeschleunigungsspaangvon 1 kV besitzt:

2
v$:\/€—U:1,9-107m/s
m

Um eineStreckel = 20 cm zu durchquererenétigerdie ElektronereineZeitt = L/v =1,1-107%

s.In dieserZeit weitetsich der Strahlin Querrichtungum Ay = Av,t = 6 - 1072 m auf, wasjenseits
aller Nachweisbarkeiliegt. Die Erkennbarkeieiner,Bahn“ in der Elektronenstrahlrohreviderspricht
derUnbestimmtheitsrelatioalsonicht.
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Kapitel 8

Der Weg zur Schrddinger-Gleichung

8.1 MathematischeBeschribung von Quantenobjekten

Die allgemeinerziele derPhysiklassersichin zwei Kategorieneinteilen:Zum einenméchtemanEin-

sichtin die grundlegendenWirkungszusammenhéangker Naturphanomengewinnen.Dies ermdglicht
ein qualitatives Verstandnis der betrachtetemphysikalischerPhanomenekin Beispiel dafiirist eine
der grundlegendenErkenntnissealer klassischerMechanik:die Tatsachedassdie gleicheGrundkraft,
die Gravitation, flr dasHerabfalleneineslosgelassene8teinswie auchfir die BevegungdesMondes
um die Erde verantwortlichist. Bei der zweiten Kategorie handeltes sich um die quantitative Be-

schreibung der physikalischerPhanomeneDie NewtonscheGleichungerlaubtes,die Bahnkune fir

dengeworfenenSteinunddie Mondbevegungabzuleiterund ausdenAnfangsbedingungndetaillierte
VoraussageiiberdaszukinftigeVerhaltender Objektezu treffen.

In denvoranggangenKapiteln wurdenzahlreicheEinblickein die Grundstrukturerder Quantenphy-
sik gavonnen EswurdenBeispielebetrachtetin denenQuantenobjektén einenbestimmterZustand
gebrachtwurden.Dies geschahjndem man mit Hilfe einer geeigneterApparatureine Praparation
durchfiihrte.Die Praparatiordientedazu,bestimmtedynamischeEigenschaftemwie Ort, Impuls oder
PolarisationherzustellenEs zeigtesich aberauch,dassesnicht immer mdglich ist, Quantenobjekten
einebestimmteklassischwohldefinierteEigenschafzuzuschreiberDie Besonderheitedesquanten-
mechanischeMessprozessesurdenuntersuchtund eswurde die Notwendigkeiteiner statistischen
Beschreibngvon Quantenobjektegezeigt.

All diesfallt in denBereichderobenangesprochenearsterKategorie: einqualititativesVerstandnisler
physikalischerGrundzusammenhénge gewinnen.Diesist im Bereichder Quantenphysilbesonders
wichtig, da das Verhaltenvon Quantenobjektemrastischvon dem abweicht,was manim Licht der
VorerfahrungemusderklassischefPhysikfiir selbsterstandlicransieht.

Im folgendengehtesnun darum,einenEinblick in die quantitative Beschreiling von Quantenobjek-
tenzu gewinnen.Essoll eineersteEinfihrungin denformalenApparatder Quantenmechanigegeben
werden,andermansieht,wie es, funktioniert®, dasbefremdlicheVerhaltervon Quantenobjektema-

thematischzu erfassenSelbstwenn die Ergebnissevon Experimentermit Elektronenoder Atomen

schwermit unsererVorstellungzu vereinbarersind oder gar widerspriichlicherscheinenDie Quan-

tenmechanilist in derLage,sie mathematisclabzuleitenAlle bisherzu ihrer Priifungdurchgefihrten
experimentellerTestshatsiebestanden.

Die Mdglichkeit, Quantenobjektenathematisclau erfassenpbwohlihr Verhalteranschaulicmichtver-
standlicherscheinthabenwir unsschoneinmalzunutzegemachtBeim Doppelspalt-Experimen{Ab-
schnitt5.5)wurdendie Elektronendurchdie Wellenfunktion «(z, t) beschrieberSieist eineFunktion
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! —— E..= qU,

Abbildung8.1: Praparatiorder EigenschaftkinetischeEnegie” durcheineBeschleunigungsspanngn

desOrtesundder Zeit, die sichwellenméRigausbreitetBeim DoppelspaltgperimentkonntedasAuf-

tretenvon Interferenzerscheinungetadurchverstanderwerden,dasssich die von denbeidenSpalten
ausgehendewelleniiberlagernganzahnlichwie esbeiWasserwellewerFall ist. Auf deranderereite
wurdederteilchenhafteNachweisder Elektronenauf dem Schirmdurchdie Wahrscheinlichkeitsiter

pretationder Wellenfunktionerklart: Ihr BetragsquadraP(z) = | (=, t)|* beschreibtlie Wahrschein-
lichkeit, ein Elektronzur Zeit t am Ort = auf demSchirmnachzuweiserDer scheinbaréViderspruch
vonWellen-undTeilchencharaktederElektronerkonntedurchdie theoretisch&eschreibngvollkom-

menaufgeklartwerden.

Mit der Wellenfunktion habenwir einesder zentralenElementezur mathematischeirfassungvon
QuantenobjektekennengelerntDie Wellenfunktionbeinhaltetdie vollstéandigelnformation, die nach
der Quantenmechanikiber ein Quantenobjekizu erlangenist. Wie man die Aufenthaltswahrschat
lichkeit fir ein Quantenobjekausder Wellenfunktionberechnetist schonbekannt.In denfolgenden
Abschnittenwird sichzeigenwie manausihr AufschlusdiberanderephysikalischeGrofRengewinnt.

Zunachssoll jedochaneinemBeispielgezeigiwerdenwie die mathematischBeschreibingvon Quan-
tenobjekterdurcheineWellenfunktionkonkretaussiehtDazuwird daseinfachsteBeispielausgevahilt,
namlichein Ensemblevon Elektronen,die durchein Praparationssrfahrenin einenZustandmit be-
stimmterkinetischerEnegie gebrachiwurden.

8.2 Praparation von Elektr onenauf eine bestimmtekinetische Energie

Eine Mdglichkeit, Elektronenin einenZustandmit bestimmterkinetischerEnerigezu bringen,bietet
dasfolgendeVerfahren:

Experiment 8.1: Eine Kathodenstrahlréhre wird ohne angelegte Anodenspannung betrieben.
Um die Kathode erscheint ein blauliches Glimmen. Durch Kathode und Anode flie3t kein Strom.
Nach Anlegen der Beschleunigungsspannung U, zwischen Kathode und Anode sieht man
einen geradlinigen Elektronenstrahl. Es flie3t ein elektrischer Strom.

Die Elektronenwerdendurchdie anliegendeSpannung’/, beschleunig{Abb. 8.1). Der ersteTeil des
Versuchgeigt,dasgdie Elektronenohnedie anliegendeBeschleunigungsspanngkeinenennenswerte
kinetischeEnegie besitzenNachdemDurchlauferderBeschleunigungsstreebesitzerdie Elektronen
die kinetischeEnegie Fiin = ¢Us. InnerhalbgeringerFehlegrenzenhabenalle Elektronendie diese
Préaparationsarrichtungdurchlaufen dieselbekinetischeEnegie. Sie bilden daherein Ensemblevon
Elektronendasauf kinetischeEnegie prapariertist. JedesinzelneElektron,daszu diesemEnsemble
gehdrt,besitztdie Eigenschaft,kinetischeEnegie Fi;, = qU".
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Abbildung8.2: MomentaufnahmeinerWelle zu einembestimmterZeitpunktt.

8.3 Wellenfunktion einesfr eien Elektr ons

Mit demobigenPraparationserfahrenkdnnenwir ein Ensemblevon Elektronenmit bestimmterkine-
tischerEnengie praparierenWie kannmandieseElektronenmathematiscloeschreibenWie siehtdie
Wellenfunktionaus,die ihnenzugeordneist? Die ausandererBereicherder PhysikbekannteWellen
(z.B. SeilwellenoderLichtwellen)sindharmonisch&Vellen(raumlichfortlaufendeSinus-undCosinus-
funktionen).Esist naheliggend,die Wellenfunktionder Elektronernversuchsweisebensanzusetzen:

. x t x t
VYm, (z,t) = Asin (27TX — QTT) + Bcos (27TX — QTT) . (8.1)
Dabeisind A und B konstantd=aktoren.Dervont abhangigelermgibt die Zeitabh&ngigkeiterWelle
aneinembestimmterOrt wieder Abb. 8.2 zeigtdie MomentaufnahmeerWelle zu einembestimmten
Zeitpunktz.

In Gleichung(8.1) tauchtdastypischeKennzeicherinerWelle, die Wellenlange\ auf. Bereitsin Ab-
schnitt5.3 habenwir dasWellerverhaltenvon Elektronenquantitatv erfasstundihneneineWelle, die

de-Broglie-Wellenlange

h h
A= —= ——— 8.2
P V2mEgn 8.2)

zugeordnetWir greifen nun auf diesesErgebniszuriick und setzendiesenAusdruckin die Formel
(8.1) ein. Die Bedeutungron A wird nunklar: Esist die Wellenlangeder denElektronenzugeordneten
Wellenfunktion

Mit derAbkurzungh = h/27 erhalterwir:

Die Wellenfunktion, die einem auf kinetische Energie Fy;, praparierten Ensemblevon
Quantenobjektenzugeordnetist, lautet:

V2mEyin 27t vV 2m FEyin 27t
771 @ + Bcos | — - .

Y, (z,t) = Asin -7 - x T

(8.3)

8.4 Operatorenfir physikalischeGroél3en

Im vorausggangenerAbschnittwurde untersuchtwie Quantenobjektenathematisclzu beschreiben
sind. Die Vorgehensweiserientiertesich dabeiandemin ExperimenteniiblichenVerfahren:Um ein
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ExperimentanQuantenobjektedurchfihrerzu kénnenmussmansieerstin dengewiinschterZustand
bringen,d. h. einePraparation durchfiihrenln unserentall wurdenElektronenmit einerBeschleuni-
gungsspannungp prapariertdasssiedie EigenschaftkinetischeEnegie” besitzen.

Diesemexperimentellen,Herstellen” einesbestimmtenZustandsdurch Praparatiorentsprichtauf der
theoretischergeitedie AngabeeinerWellenfunktion. Diesist in Abb. 8.3 symbolisiert.Mit der Wel-
lenfunktionkannmanein durchPraparatiorheigestelltesEnsemblevon Quantenobjektecharakteri-
sieren. Den Elektronendie mit einerBeschleunigungsspanngin einenZustandmit der Eigenschaft
.KinetischeEnegie Fy;," gebrach'wurden,istzurBeschreibmgdieWeIIenfunktion¢Ekin (Gleichung
(8.3)) zugeordnet.

Umgekehrkannmandie folgendeexperimentelleSituationbetrachtenMan hatein aufkinetischeEner
gie prapariertes£nsemblevon Elektronenvorliegenund méchtedenWert der kinetischenEnegie er
schlieBenlm ExperimengeschiehdiesdurcheineMessung Die Elektronertreffen aufein Messgerét,
diesezeigtnachder MessunglenWert derkinetischerEnegie an(Abb. 8.4 (a)).

Gleichermal3esollte manauchausder Wellenfunktiony g, . - ermittelnkonnen,welchenWert der ki-
netischenEnegie daszugehorigeEnsemblebesitzt. Es sollte alsomdglich sein, wie in Abb. 8.4 (b)
dagestellt,mit Hilfe einermathematische@perationausderWellenfunktiony g, . -denWertvon Fiy,
zuerhaltenDiesleistenin derQuantenmechanittie Operatoren.

Mathematischer Einschub: Operatoren

Ein Operator ist die Anweisung, eine bestimmte mathematische Operation an der Wellenfunk-
tion ¢» durchzufiihren. Dabei kann es sich um so einfache Operationen wie die Multiplikation
mit einer Konstanten oder einer Funktion handeln oder um eine eher komplizierte Operation
wie die Differentiation.

Man symbolisiert die Anwendung eines Operators A auf die Wellenfunktion + durch die
Schreibweise Ai. Das ,Dach® tiber dem A soll dabei deutlich machen, dass es sich um einen
Operator handelt. Ist A der Operator ,Multiplikation mit der Konstanten ¢*, so bedeutet Av die
Anweisung ,multipliziere > mit der Konstanten ¢*:

A steht fir ~ ¢- . (8.4)
Wenn B der Operator ,Differentiation nach z“ ist, hei’t B¢ ,differenziere die Wellenfunktion
v )
By(x) stehtfur ¢'(z) = #. (8.5)
T
EKin = qU

]

— Y,

Préaparation Wellenfunktion

Abbildung8.3: Praparatiorund Wellenfunktion
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Exin Operation kin. Energie

Abbildung8.4: AnalogiezwischerMessungund AnwendungeinesOperators

Man kann auch kurz schreiben J
B=— :
T (8.6)
und meint damit, dass B, angewandt auf eine beliebigen Wellenfunktion, die Anweisung zur

Differentiation nach z bedeutet.

8.5 Der Operator der kinetischenEnergie

Mit demKonzeptdesOperatorgst esmaoglich, die eingangsgestellteFragezu bearbeitenWie kann
manausderWellenfunktionfir auf kinetischeEnegie F\;,, praparierteElektronen

V2mFEyn 2t V2mFEyn 2t
Vi, (¢, 1) = Asin (%-x—%)—l—Bcos (%w—%)

(8.7)
denWert der kinetischenEnegie gewinnen?Gesuchtst ein OperatorEkin, dernachAnwendungauf
dieWeIIenfunktiombEkin denWert Ey;, liefert. Wie kdnntedieskonkretaussehen?

DirektesAuflésenvon (8.7) nach Fy;, funktioniertnicht, dennFj;, stehtim Argumentder Sinus-bzw.
Kosinusfunktion Selbstwenneineder Konstantend oder B Null wareund mandie inversenWinkel-
funktionenanwenderkdnnte,wiirdedieszu einermathematisciéchstverwickeltenRechemorschrift
fuhren. Dies widersprachalem physikalischerEinfachheitsprirzip: GrundlegendephysikalischeGro-
Renwie die kinetischeEnegie solltendurcheinfadhe mathematisch®perationerdaigestelltwerden.
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Abbildung8.5: Veranschaulichunder Wirkung einesOperatoram Beispielder Differentiation

A
E kin LIJEkin <

reproduziert Y Ein

liefert Wert von Egp,

Abbildung8.6: Wirkung desOperatorsty;, aufdie Wellenfunktiony g, . .

Dasdirekte Auflosennach £;,, fuhrt alsonicht zum Ziel. Anscheinendmussder Operator]@kin den
Wert derkinetischerEnegie auf anderéNeiseliefern. Die folgendeUberlegungkannunsweiterhelfen:
Zunachsthaltenwir fest, dassdie AnwendungeinesOperatorsauf eine Wellenfunktionwieder eine
Wellenfunktionemibt. Zum Beispiel emibt die AnwendungdesOperatorsB = % auf die Funktion
1(2) = Asin(z) eineneueFunktionA cos(z). Diesistin Abb. 8.5symbolisiert.

Was konntedie Wellenfunktionsein, die sich durch AnwendendesOperatorsEy, auf Vi, egibt?
Die Wellenfunktion+, . reprasentierein Ensemblevon Elektronendasdie Eigenschaftkinetische

Enegie“ besitzt Die plausibelstédnnahmast, dassderOperatorEkin dieseWellenfunktionweitgehend
urverandertasst.(Als Analogiedenkemanan denNewtonscherPrismerersuchin Kapitel 2 zurtick
(Abb. 2.3): Dasmit Prismaund Blendeauf die EigenschaftWellenlange“praparierteLicht wurdein
einemzweiten Prismanicht weiter aufgefachertEs blieb urverandert.)Da die Wellenfunktion (8.7)
nur bis auf konstanteFaktorenfestgelgt ist, ist diesdannder Fall, wenn Ekin¢Ekin sichvon ¥, .
hochstensim einenkonstanten/orfaktorunterscheidetlsoproportiond zu v g, . ist:

Erintp,, ~ VB, - (8.8)

Wir stellenalsoandenOperatorderkinetischerEnegie zwei Forderunger{Abb. 8.6):

e Die AnwendungdesOperatorsEkin auf die Wellenfunktionv . - soll diesebis auf konstante
Faktorenreproduzieren.

¢ Essoll dabeidie InformationiiberdenWertderkinetischerEnegie geliefertwerden.
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Eine mathematisch®perationwelchedie Sinus-und Kosinusfunktionin der Wellenfunktionyg, .
reproduziert,ist die Ableitung Differentiationvon sin(z) fuhrt zum Kosinus,nochmaligeAbleitung
wiederzuriickzu — sin (z). Soemgibt sichz. B. fur denersterTermaus(8.7) nacheinmaligerAbleitung:

d | . [ V2mEkin 2rt\ | V2mEyin V2m Eyin 2nt (8.9)
dx Sin 7}3 z T = 7}3 COS 7}3 T — T . .
NochmaligeAbleitungliefert:
&2 | . (V2mFn 27t 2mEByin | . [ V2mEyn, 27t
W [Sln (T X — T)] = — h2 Sin T s X — T . (810)

Fir den Kosinus-Ermin (8.7) gilt eine entsprechend&leichung,so dassdie Wellenfunktionnach
zweimaligerDifferentiationin der Tat bis auf einenFaktor reproduzierwvird:

d? 2mFPiin
@¢Ekin($) R VB, (2)- (8.11)

Damitist die ersteder beidenForderungererfullt. Multiplizieren wir beideSeitender Gleichung(8.11)
mit —A%/(2m), emgibt sich:
R* d?
~2m do? VPan (7)< Llin -V, (@), (8.12)
Der Operator der auf der linken Seite dieserGleichungauf die Wellenfunktionwirkt, erfullt beide
Forderungendie wir andenOperatorderkinetischenEnegie gestellthaben Er reproduziernicht nur

die WeIIenfunktiombEkin, sonderrgibt auchdenWert der kinetischenEnegie an: Fi;, ist geradeder
Proportionalitatsfalkdr auf derrechtenSeite.Wir schlie3eralso:

Der Operatorder kinetischenEnergieist

A h? d2
Eyin = ————. (8.13)

Wendet man ihn auf eine Wellenfunktion g, . ~an, die eine Ensemblevon Quanten-
objekten mit bestimmter kinetischer Energie bescheibt, wird die Wellenfunktion repro-
duziert der Proportionalitatsfaktor gibt denWert der kinetischenEnergiewieder:

Eyin ¥E, = Exin - ¥E, (8.14)

In derletztenGleichungist zu beachtengdassF;, auf derlinken Seiteein Opentor ist (d. h. eine An-
weisungeinemathematisch@®perationan einerWellenfunktiondurchzufthren) fy;, aufderrechten
SeitedaggeneineZabhl, die denWert derkinetischerEnegie angibt.

8.6 Eigenwertgleichung

Mit demOperatorderkinetischenEnegie habenwir ein systematischegerfahrengefundendenWert
der kinetischenEnegie auseiner Wellenfunktion g, . -~ zu ermitteln. Wenn dasdie einzige Aufgabe
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ware,zu dermandenOperatorL'?kin benutzerkdnnte warederAufwandim VerhaltniszumNutzenrecht
hoch.Aber Operatoreriur physikalischesrof3erhabenn derQuantenmechanikochandereAufgaben.
Sie erlaubenes, auf die Fragezurickzukommengb und wann man Quantenobjekterine bestimmte
dynamisbe Eigenstaft zustireibenkann DieseFragehattesich bei den Experimentermit einzelnen
Photonenin Kapitel 2 und denDoppelspaltgperimenterin Kapitel 5 als einesder zentralenElemente
erwiesengdasdie Quantenmechanikon der klassischerPhysikunterscheidetMit der Benutzungvon
Operatorengdie auf Wellenfunktionernangavendetwerdenkdnnen Jasstsich diesesProblemnunauch
aufdertheoretischefcbeneangehen.

Im letztenAbschnittwurdeder Operatorder kinetischerEnegie nur auf Wellenfunktonenvon Quante-
nobjektenangavendet,die die EigenschaftkinetischeEnegie” wirklich besitzen(alsoauf kinetische
Enegie prapariertwvurden).Esgibt auchQuantenobjektalie dieseEigenschafhicht besitzenWaspas-
siert,wennman F, aufeineWellenfunktiony'(z) anwendetdie solcheQuantenobjekteeschreibt?

Beispiel (GauRsche Wellenfunktion): Betrachten wir die Wellenfunktion

(z=29)?

¢Gauﬁ($) ~e 202 s (815)

die ein Ensemble von Quantenobjekten beschreibt, das die Eigenschaft kinetische Energie
nicht besitzt. Sie besitzt die Form einer Gau3schen Glockenkurve. Nach Gleichung (5.12) gibt
|4 (z)|? die Wahrscheinlichkeit dafir an, ein Quantenobjekt am Ort = nachzuweisen. ¥Gaus(z)
beschreibt also eine um den Ort 2o zentrierte Wahrscheinlichkeitsverteilung mit der Breite o.

Wendet man F;, auf diese Wellenfunktion an, ergibt sich

5 R: d? _(a=ag)® h? —20)? 1 (w=z9)?
Fxin®Gaus(z) = T = (M——) e 2t (8.16)

__—e _—
2m dz? 2m ot o?

Dies kann nicht in der Form Ekin¢Gauﬁ(x) = Konstante - )qaus(2) geschrieben werden.

In denbeidenbisherbetrachteteBeispielerhatsichgezeigtEineWellenfunktion,die Quantenobjekten
mit der EigenschaftkinetischeEnegie“ entsprichtwird bei AnwendungdesOperatorsFi, reprodu-
ziert. Fur eineWellenfunktion,die QuantenobjektehnedieseEigenschafbeschreibtist dasnichtder
Fall. Diesgilt nicht nur fiir diesebeidenspeziellerBeispiele sonderrist eineallgemeineTatsache:

Wenn Eiin aufeineWellenfunktiony (z) angevandtwird und dasErgebnisnicht proportionalzu ()

selbstist, besitzendie durch(z) beschriebene@uantenobjekteie EigenschaftkinetischeEnegie”

nicht. Misst mananeinemEnsemblesolcherQuantenobjektéie kinetischeEnegie, erhaltmankeinen
einheitlichenMesswert sondermndie Messwertestreuen(vgl. Abschnitt7.3).

Wenndag@en Ly, ¢ () proportionalzu 1 (z) ist, besitzerdie Quantenobjektelie Eigenschaftkine-
tischeEnegie“. Man sagtin diesemFall, dassdie EigenwertgIeichungL’?kin P(x) = Fiin - () erfullt
ist. Die Zahl Fy;,, die denWert der kinetischenEnegie angibt,nenntmanden Eigenwert der kineti-
scherEnegie. Bei einerMessunglerkinetischerEnegie wird diesetWertin jedemFall gefundenDie
Messwertestreueninnerhalbdesdurch(z) beschriebeneBnsemblesicht.
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Abbildung8.7: Eigenwertgleichungls Maschine

Mit dem Operator Eyxin kann man die Frage beantworten: Besitzendie Quantenobjekte,
die von einer bestimmten\ellenfunktion ¢ (x) beschrieberwerden,die Eigenschaft,kine-
tischeEnergie” odernicht?

> Wenndie Wellenfunktion die Eigenwertgleichung
Eyin ¥(2) = Exin - () (8.17)

erfullt, besitzendie Quantenobjekte tatsachlich die Eigenschaft,kinetische Energie*.
Der Wert der kinetischen Energie, den man den Quantenobjektenin diesemFall zu-
schreibenkann, wird durch den Proportionalitatsfaktor Fy;, (den Eigenwert der ki-
netischenEnergie) angegeben.

> Ist die Eigenwertgleichungnicht erfullt, besitzendie durch «(z) beschriebenerQuan-
tenobjekte die Eigenschaft,kinetische Energie“ nicht.

Naturlich gilt dies nicht nur fir die Eigenschaftkinetische Enegie®, sondernauchfir alle anderen
dynamischerEigenschafteiz. B. Impuls).Zu jederdynamischerEigenschaftd gehdrtein OperatorA.

Man kannentscheidenpb Quantenobjektedie durch eine Wellenfunktions) beschriebenverden,die

Eigenschaftd besitzenjndemmandie zugehérigeEigenwertgleichungly = age betrachtet.

Man kanndie Eigenwertgleichungnschaulichals eine Art ,Maschine* auffassen(Abb. 8.7). Wenn
maneineWellenfunktions in die Masching futtert”, zeigtsiean,ob Quantenobjektém Zustand:) die
Eigenschaftd besitzerndernicht. Dazuwird getestetpb A ¢ proportionalzu + ist. Lautetdie Antwort
Ja“, zeigtdie MaschinezusatzlichdenWertvon A an (die Proportionalitadtskngante a,).

8.7 Operator der Gesamtenegie

Mit der Eigenwertgleichundnabenwir einesystematischélethodegefundenum herauszufindemb
Quantenobjekteinebestimmtedynamischeécigenschafbesitzerodernicht. Bisherkonntenwir sienur
fr einenOperator denderkinetischerEnegie — anwenden.
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EinedynamischéEigenschaftdie in derQuantenmechaniginebesondergrof3eRolle spielt,ist die Ge-
samtenergie In derklassischerPhysikist die Gesamtenglie I, die SummeauskinetischerEnegie
Fiin undpotentiellerEnegie V. Die Frageist: Wie siehtderquantenmechaniscl@peratoifiir die Ge-
samtenagie aus?m Fall derkinetischerEnegie enthieltder Operatordie Anweisungzur zweimaligen
Differentiation Gilt fir die potentielleEnegie etwasAhnlichesAVelcheForm besitztderentsprechende
Operator?

Um auf die Gesamtengiie zu kommen,reicht es nicht mehraus,wie bisherfreie Elektronenzu be-
trachten Wir musserElektronenin einemPotential untersuchenDazubetrachterwir einenmaoglichst
einfachenFall: Elektronenbewegensichin einemkonstanterPotentialund werdenauf einerkurzen
StreckebeschleunigtAnschliel3endst dasPotentialwiederkonstantAbb. 8.8).

Experiment 9.1 (Gedankene xperiment): Wir betrachten Elektronen, die auf feste kinetische
Energie £, prapariert worden sind (indem sie z. B. eine Beschleunigungsspannung durchlau-
fen haben, vgl. Abschnitt 8.2). In der Region | in Abb. 8.8 besitzen sie diese Eigenschaft. Der
Elektronenstrahl durchlauft nun eine weitele Beschleunigungsspannung U (Region Il in Abb.
8.8), so dass die Elektronen anschlieBend in region Ill eine andere kinetische Energie FE{.
besitzen.

Der Potentialerlaufist in Abb. 8.9 dagestellt.In denRegionenl undlll hatdasPotentialeinenkon-
stanteriWert, denneswirkt keineBeschleunigungsspaang.Insgesamyilt:

¢ Regionl: DasPotentialhatdenkonstanteiWert V' (z) = 0. Die Elektronenbesitzerdie Eigen-
schaft,kinetischeEnegie*. Ihr Wertist £ .

e Regionll: Die Elektronerwerdendurchdie angelgte SpannundeschleunigtUberihre Eigen-
schafterlasstsichkeine Aussagamachen.

¢ Regionlll: DasPotentiahatdenkonstanteWertV (z) = V; mit Vy < 0. DadieBeschleunigung
durcheineSpannungin Verfahrereur Praparatiomer EigenschaftkinetischeEnegie” darstellt,
besitzerdie auslaufendeilektronenin Region Il dieseEigenschaftihr Wertist £ .

Mit Hilfe dieserBeziehungerkdnnenwir unsdie Wellenfunktionvon Quantenobjektein einemkon-
stanterPotential(alsoin derRegion Ill) erschlielenWir nutzendazuaus,dassdie Elektronensowohl
in derRegion | alsauchin der Region Ill die EigenschaftkinetischeEnegie* besitzenDie Wellen-

U

0 ()
Praparation Ek'” E.,
auf % % %
Exin
O v @ ymy, @

Abbildung 8.8: Auf kinetischeEnegie praparierteElektronendurchlaufernochmalseine Beschleuni-
gungsspannung
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Abbildung8.9: Potentialerlaufin denRegionenl — 11

funktonfur Elektronenmit dieserEigenschafist abernachGleichung(8.7) bekanntin Region IlI gilt

demnach:
J2mED
" (2,1) = Asin ( kin 2”) o (8.18)

h = T

(der Einfachheithalberbetrachterwir nur denerstenTermvon Gleichung(8.7); fur denzweitenTerm
verlauftdie Rechnunganalog).

Nun konnenwir die kinetishe Enegie E1) in dieserGleichungdurchdie Gesamtenejie ausdriicken.
Dennwie in derklassischerPhysikgilt nachdemEnegieerhaltungssatz:

Eges = Egn+ 0 - B + Vo (8.19)
N——’ N——
Gesamtengjiein derRegionl; V' (z)=0 Gesamtengjie in der Regionlll
Fuardie kinetischeEnegie in Region 11l gilt also:
El((lllll)”l = Fges — Vo (8.20)

Wir kdnnendiesin die Wellenfunktion™" einsetzerunderhaltenals Ergebnisfir die Wellenfunktion
fir ein Ensemblevon Elektr onenim konstantenPotential Vj:

2m(Fges — Vo) Qm) . ©.21)

" (2,t) = Asin ( = "= Ty

Mit diesemResultakkbnnenwir zur nachsterFragekommen:Wasist der Operator der Gesamtener
gie? Gesuchist ein Operatoy derbei Anwendungauf die Wellenfunktion(8.21)denWert der Gesamt-
enegie liefert. Er soll die Gleichung

Eges ¢(|") - Eges : ¢(|") (822)

erfullen. Um den Operatorder kinetischenEnegie zu finden, habenwir die Wellenfunktionzweimal
differenziertVersucherwir mit /" dasgleiche,emibt sich:

d? 2m
g2V = 5 (Bes = Vo) - 0. (8.23)
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Multiplikation mit —4%/(2m) liefert:

h2 d2 () (1
_%Wlb = (Eges — VO) . ¢ . (824)
Bringt mannunnochdenTermVj, - ¢»™ aufdie linke Seite,hatdie Gleichungdie gewiinschtd=orm:
R d?
[_%W + VO] P = Fges - P, (8.25)

Wir kénnenandieserGleichungdurchVergleichmit (8.22)denOperatoderGesamtengjie ablesenEs
ist derin eckigenKlammernstehendé\usdruck.In unserenBeispielhandelteessichum ein rAumlich
konstante®otential:V (z) = V; = const DasErgebnisgilt aberauchfir allgemeinerdotentialeywenn
manV; durchV (z) ersetzt.

Der Operatorder Gesamtenergiést

Egeo = ———— + V(x). (8.26)

Er setztsichausdem Operator der kinetischenEnergie und dem Operator der potenten-
tiellen Energie zusammen: Egos = Fyin + Epo¢. Dabei entspricht der Operator Epq¢
einfachder Multiplikation der Wellenfunktion mit V' (z).

8.8 Die Grundgleichung der Quantenmechanik

Zustandein denendie Antreffwahrscheinlichkit | (x)|? sichzeitlich nicht verandertspieleneinebe-
sondergrof3eRolle in derQuantenmechanilBeispieledafursind dergleichmafigd-lussvon Elektro-
nenin einemKathodenstrahlinddie Zustéandedie Elektronenin AtomeneinnehmenMan nenntsolche
Zustandanit einerzeitunabhéangigeAntreffwahrscheinlichkeistationére Zustande

Quantenobjektén stationarerZustandertauscherwegenihrer Zeitunabhéangigkeikeine Enegie mit
ihrer Umgelung aus. Sie besitzenalso einenzeitlich konstantenWert der Enegie (d. h. sie besitzen
die Eigenschaft,Gesamtenergie”. Der Grund,warumdieserEigenschafeinesogrof3eBedeutungn
derQuantenmechanikukommt,ist: Um die stationarerZustandeszon Quantenobjekternu finden,muss
manZustandemit der EigenschaftGesamtenggie” suchen.

Wie findetmanZustandemit einerbestimmterGesamtengie?In Abschnitt8.6 wurdeschonein Ver-
fahrengefundenmit dem man entscheiderkann, ob eine Wellenfunktion (z) Quantenobjektenit
einerbestimmterEigenschafbeschreibtMan betrachtetlie Eigenwertgleichundiir dieseEigenschaft.
Deshalbmussman, um stationareZustandezu finden, die Eigenwertgleichung der Gesamtenergie
betrachten:

Eges () = Eges - (), (8.27)
oder wennman F,., ausschreibt:
h? d?
[—%@ + v<w>] (@) = Byes - () ) (8.28)

Die Eigenwertgleichundir die Gesamtengjie ist einederwichtigstenGleichungenn derQuantenme-
chanik.Sieheil3tSchrédingerGleichung.
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V()

Abbildung8.10: Coulomb-Potential

Ein Zustand mit zeitunabh&ngiger Antr effwahrscheinlichkeit |4 (z)|? heit stationarer
Zustand Quantenobjekte in stationaren Zustanden besitzendie Eigenschaft,Gesamt-
energie“. lhr e Wellenfunktion «(z) erfullt die Schrédinger-Gleichungd. h. die Eigen-
wertgleichungfur die Gesamtenergie
h? d?
— o 4+ V(2)| $(2) = Eyes - (). (8.29)

2m dz?

Um die physikalischerZustéandez. B. von Elektronenin Atomenzu ermitteln,mussmanWellenfunk-
tionenaufinden, die die SchrdodingeiGleichungerfillen, wenndasjeweilige PotentialV (z), dasdie
physikalischeSituationbeschreibtyorgegebernist. Daherist die SchrédingeiGleichungdie Grundglei-
chungder Quantenmechanikiergleichbamit der NewtonscherGleichungin derMechanik.

8.9 DasAuffinden stationarer Zustande mit der Schrodinger-Gleichung

Bisherhabenwir Eigenwertgleichungeals eine ,Maschine”benutzt,um nachzuprifenpb eine Wel-
lenfunktion ¢/ (z) die entsprechend&igenschaftbesitzt (vgl Abb. 8.7). Statt sich nun verschiedene
Wellenfunktionerauszudenkennd einenachderandererdurchzuprobiererkannmanversuchengie
SchrédingeiGleichungdirektzu I6sen,um diejenigenWellenfunktionerzu finden,die Ensemblegnit
derEigenschafiGesamtenggie” beschreiberDabeigehtmanfolgendermafiexior:

1. AnalysederphysikalistienSituation.DerersteSchrittbestehtlarin,dasPotentialV’ (z) zufinden,
dasauf die betrachtetetQuantenobjekteinwirkt. Als Beispielbetrachterwir dasWasserstoffa-
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Eigenfunktion (gesucht)

NN

E W = E_-W

ges Eges ges Eges
Operator der Eigenwert
Gesamtenergie gesucht
(bekannt)

Abbildung8.11:Vorgehensweisbeim Losender SchrodingeiGleichung

tom: Hier bindetein lokalisierterKerngenauein Elektrondurchdie Coulomb-Kraftansich. Das
Potential in demsichdasElektronbefindet,st alsodasCoulomb-PotentialAbb. 8.10).

Vir)=— ! é (8.30)

dmeg r

. EinsetzemesPotentialsin die ShrédingerGleichurg. DasPotentiawird nunin die Schrédinger
GleichungeingesetztMan erhélteine Gleichung,die v(z) erfullen, muss,damitesdie Eigen-
schaft,Gesamtenggie” besitzt.

. Lésender StrodingerGleichurg In derSchrbdingeiGleichungEges¢(x) = Fuin - ¥(2) ist

nurderOperatorL’Tges vorgegeben Die Wellenfunktion+(z) und auchder Eigenwert/l’,., sind

zunéchshochunbekanntSiemisserdurchLésungder Eigenwertgleibungaufgefundenverden
(vgl. Abb. 8.11). Da der Operatorder Gesamtengie die Anweisungzur Differentiationnachz

enthélt,handeltes sich bei der Schrodingegleichungum eine Differ entialgleichung, d. h. um

eineGleichung,in demnebeny (z) nochdie Ableitungeny” (z) (und ggf. ¢'(z)) vorkommen.
DasLdseneinersolchenGleichungist oft nichteinfach.Dahermussmansichoft aufvereinfachte
Modellebeschrénkenderzu Naherungserfahrergreifen.

DasL6senderSchrodingegleichungfiir denhier betrachteterall desWasserstdgatoms(d. h. ein Elek-

tronim Coulomb-Potentialjst mit unseremmathematischelethodemichtzu bewaltigen.Wir miussen
unsdaherauf einfacheresystemebeschrankergu Naherungserfahrergreifenodernumerischévietho-

denbenutzenlm folgendenAbschnittwird mit demunendlichhohenPotentialtopfein Systembetrach-
tet, fur daswir die SchrédingeiGleichunglésenkdénnen.DasWasserstdiAtom wird in Abschnitt9.7

behandeltyo wir ein Naherungserfahrerbenutzen.

8.10 Elektronenim Potentialtopf

Mit demAufstellender SchrédingeiGleichungist manderrealistischerBeschreilingvon Quantenob-
jektenein groResStiicknahegekommenUnserinteresseichtetsichhauptsachliclauf dasVerstandnis
der Elektronenin Atomen.DieseElektronenwerdendurch elektrischeAnziehungskraftébeschrieben
durchdasPotentialdesKerns)in derUmgelungdesAtomkernsfestgehaltenQuantenobjektejie durch
ein Potentialauf einenbestimmterRaumbereicleingeschranksind, nenntmangebunden
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Quantenobjekteeigeneine Reihevon neuen verbliffendenEffekten,wennsie in einenbeschrankten
Raumbereicheingesperrt‘werden.Dazugehdérerndie Quantisierung der Energie undder Tunnelef-
fekt. DiesePhdnomensollenin denfolgenderAbschnitteruntersuchtverdenUm zunéchsein Gespur
fur die neuenkffekte zu entwickelnund die Umsténdezu verstehenunterdenensie auftreten soll zu-
ersteineinfachesviodell fur gelundeneElektronenbetrachtetverden.In derFolge konnenwir dannzu
kompliziertererundrealistischereisystemenibegehen.

Als Prototyp fir gelundeneSysteme,an dem

alle wesentlicherziige schonklar henortreten, V(x)
betrachtenwir Elektronen,die in einemPoten- SV
tialtopf gelundensind. Damit bezeichnetman

denin Abb. 8.12 gezeigterPotentialerlauf.Ein

Elektronist in einenRaumbereictder Breite a

eingesperrtausdemesnicht entkommerkann:

Die ,Wwande" desPotentialtopfsilden eine un-

durchdringlicheBarriere;dasPotentialgehtdort

gegen Unendlich.Im Innern des Potentialtopfs
(d. h.fur 0 < 2 < a) sollendagegen auf die N
ElektronenkeineKréfte einwirken.DasPotenti-
al besitzthier einenkonstanterWert V5. a

A V—»OO

Aufenthaltsbereich
der Elektronen

DiesesModellpotentialist nicht nur besonders
einfach; es beschreibtauch durchausphysika-
lisch realistischeSysteme.Zum Beispiel kann
man Elektronenin einemHalbleitermateriamit
,Potentialwanden‘aus Isolatormateriakinsper  Apbildung 8.12: Potentialtopfmit unendlichhohen
ren. Die modernenTechnikender Halbleiterher \wznden

stellungerlaubenes, Strukturenim Nanometer

bereichzu erzeugenSo kann man Elektronenin allen drei Raumdimensionerinsperrern(,Quanten-
punkte*) odersie auf eine Raumdimensiomeschrankei,Quantendrahte)DasModell desPotential-
topfs (daswir hier zunachsin einereinzigenRaumdimensiotetrachtenpeschreibtas,Einsperren”
derElektronenquantitatv.

Vo

Nachdenwir denPotentialerlaufin derbetrachtetephysikalischerSituationfestgelgt habenkdnnen
wir unsereersterErfahrungerbeimLdsender SchrédingeiGleichungsammelnim InnerndesPotenti-
altopfslautetdie Gleichung(8.28):

h? d?
#%ﬁﬁ+4¢@=Ew¢WM) (8.31)
odernachUmformung:
d2
T 0(0) = =25 By — Vo)) (8:32)

Bei I, undVj handeltessichum KonstantenGesuchist alsoeineFunktion(z), die nachzweima-
ligem Ableiten bis auf Proportionalitatsiiktorenwiederin sich selbstibegeht.Mit Sinusund Kosinus
kennerwir zwei solcherFunktionen Wir versucheresalsomit demAnsatz

P(z)=A-sin(Bz) (8.33)
mit zweinochoffenenKonstantem und B. ZweimaligesAbleitendieserFunktionergibt

d? 9
() = ~B(a). (8.34)
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DasEinsetzerin (8.32)fuihrt auf die folgendeBestimmungsgleichunfiir B:

2m

~-B*. ¢($) = _?(Eges - VO) ) ¢($> (835)

In dieserGleichungstehti(z) alsgemeinsamefFaktorauf beidenSeitenundlésstsichherauskiirzen:

2m

_B2 = _?(Eges - VO) (836)
oder
2m
B — ?(Eges - Vo) (837)

DasErgebnisdieserRechnungst also:Die Funktion

. Qm(Eges — Vo)
P(x)= A-sin ( 3 w)

(8.38)

erflillt die die Differentialgleichund8.31).Eine analogeRechnungeigt, dasdie Kosinusfunktion

Qm(Eges — Vo)
P(z)=A-cos ( 3 w)

(8.39)

ebenfallseineLdsungist.

Die Differentialgleichung8.31)beziehtsichnuraufdasinneredesPotentialtopfsDamit (=) wirklich
eine Losungder Schrddingegleichungdarstellt, miissendie Potentialwadndéei » = 0 undx = «
bertcksichtigiwerden.Sie garantierendassein Elektron nicht in den Aussenrauneindringenkann.
Die Wahrscheinlichkeity () |?, ein Elektrondort zu finden,ist Null. Als zusatzlicheBedingungandie
Wellenfunktionist alsozu stellen,dasssieim AussenraungdesPotentialtopfsindanseinenWanderzu
Null wird. Insbesondergilt alsRandbedingung

P(e=0)=0 sowie Pz =a)=0. (8.40)

Diese Randbedingungesind die gleichenwie bei einerbeiz = 0 undz = « eingespanntefaite.
Im Fall der Saitebildetensich stehendeWellen aus.Nur bestimmteWellenlangersind zulassig,denn
nur sie ,passen‘in dasintenvall der Lange«. EtwasAnalogesgilt fur die Wellenfunktion(z). Die
Randbedingunge(8.40) stelleneine zusatzlichd~orderungan die Wellenfunktionen(8.38) und (8.39)
dar, die nur bestimmtéEnegiewerteder Elektronenim Potentialtopfzulassen.

Prufenwir nach,wie die Randbedingungezu erfillensind. Die Bedingungy(z = 0) = 0 wird vonder
Sinusfunktiorautomatisclerfullt, wahrendsiefur die Kosinusfunktiorunerfillbarist. Letzterescheidet
alsoalsLosungder SchrédingeiGleichungaus.

Damit die zweite Bedingung,i»(z = a) = 0, erfullt ist, mussdas Argumentder Sinusfunktionein
ganzzahlige¥ielfachesvon = sein.Esmussgelten:

a=n-xr (n=1,2,3,...), (8.41)

oderaufgelosthachF':

-n? 4+ V. (n=1,2,3,...). (8.42)
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Abbildung 8.13: Wellenfunktionen(oben) und Wahrscheinlichkeitsdiclein (unten)fir die erstendrei
Zustandem Potentialtopf

Die Enegie der Elektronenim Potentialtopfkannnur die durchdieseGleichungzugelasseneWerte
annehmenDiesist ein ganzzentrale€Ergebnisder QuantenmechanilEs besitztallgemeineGultigkeit:
GehundeneElektronenkdnnennur bestimmte Werte der Energieannehmen.m Fall desPotential-
topfswerdendie mdglichenEnegiewertedurchdie ganzeZahln beschriebenjie manalsQuantenzahl
bezeichnetZu jedemWert von »n gehdrtein bestimmteM/ertvon F.

Die Energie von Elektronenin einem Potentialtopf der Breite a ist quantisiert Sie kann
nur die Werte

h2n?
E, =

_2nm2.n2+v@ (n =1,2,3,...) (8.43)

annehmen,die durch die Quantenzahln gekennzeichnetverden.

Die Wellenfunktionerfir die Zustéandemit n = 1, 2, 3 sindin Abb. 8.13obendamgestellt.Die Analogie
mit denstehendeMellen bei der eingespannteBaiteist offensichtlich.Untenin der Abbildung sind
die entsprechendewahrscheinlichkeitsdhten|«(z)|* aufgetragen.

Als letztesmussdie bishernochunbestimmtéKonstanted in derWellenfunktion(8.38)festgelgt wer-
den. Berlcksichtigtman die Wahrscheinlichkeitsiterpretatio von |¢(x)|?, mussman die Forderung
stellen,dassmanbeieinerMessungdasElektronmit Sicherheiirgendwam Potentialtopfindenmuss.
Integriert mandie Wahrscheinlichkeitsidhte|v)(x)|? Uberdie gesamteBreite desPotentialtopfsmuss
sichdaherdie Wahrscheinlichkeif. emgeben:

/Oa ()2 de = 1. (8.44)

Auswertung des Integrals: Um das Integral zu berechnen, vereinfachen wir zuerst das Argu-
ment der Wellenfunktion (8.38)mit Hilfe von Gleichung (8.41). Die Wellenfunktion wird damit

b(z) = A -sin (%x) . (8.45)
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Wir haben also zu berechnen .
/ A? - sin? (Ew) .dx (8.46)

0 a

Das Integral kann man selbst berechnen (durch partielle Integration und Ausnutzen der Identi-
tat sin? z + cos? 2 = 1) oder in einer Integraltabelle nachschlagen. Es ergibt sich:

1 2]
A2 [—x— i mx] . (8.47)

2 drn a Jy—o

Nach Einsetzen der Integralgrenzen werden alle Terme bis auf einen zu Null und man erhalt

als Ergebnis

1
A% Za. (8.48)

die Konstante A soll so gewahlt werden, dass dies zu 1 wird. Das ist der Fall, wenn

A=4/2. (8.49)

a

Mit diesemWert fir A kdnnenwir die vollstandigeWellenfunktion noch einmal zusammenfassend
hinschreiben:

Die stationaren Zustande von Elektronen in einem unendlich hohen Potentialtopf der
Breite a werden durch folgendeWellenfunktionen beschrieben:

b (z) = @ sin (%a}) : (n=1,2,3,...) (8.50)
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Kapitel 9

Atome

9.1 Wassind Atome?

Schondie Philosophernm klassischerGriechenlandstelltensich die Frage waspassiertwennmanin
Gedankerin immer kleinere Dimensionender Materie vorsto3t.Sind alle Stoffe im kleinengenauso
aufgebautwie im groRenoder stoRtmanirgendwannauf fundamentaléBausteineder Materie?Uber
Jahrtausendbinweg bechaftigtediese Fragedie Gelehrten.Den kleinstenMateriebausteinemvurde
auchein Namegegeben(wennmanauchsonstkeinenaherevorstellungvonihnenhatten):Man nannte
sie Atome.

Erstim Verlaufdes19. Jahrhundert&am amnden Atomennéher:Die Gesetzeder chemischerBin-
dungkonntenverstandemwerden,wennmanannahmgdassiedeschemischeElementausgleichartigen
Atomen bestehtUnterschiedlicheAtomsortenkdnnensich zu chemischen/erbindungereusammen-
lagern.Weil jedesAtom einecharakteristischassebesitzt,konntemanmit demdiesemModell die
GewichtswerhaltnissererschiedenechemischeWerbindungervorhersagen.

EinweitererHinweisaufdie Existenzvon AtomenkamausderkinetischerGastheoriewo mandie Gas-
gesetzeauseinemModell herleitenkonnte,in demAtome durchelastischestéRemiteinandemechsel-
wirken. Die modernePhysikhatdie Hypothesezom atomarerAufbauder Materieauf vielféltige Weise
bestatigt.Heuzutag&kannmansogareinzelneAtomein ,Fallen“ einsperrerund dasvon ihnenausge-
sendetd.icht beobachtenMit Hilfe desTunnelefekts (Abschnitt10.x) kannmaneinzelneAtome auf
Festkdrperoberflachesichtbar*machen.

Die modernePhysikhatauchgezeigtdasglie AtomekeineelementareBausteinesind. Siebesitzerei-
ne Struktur Sie bestehemuseinemsehrkleinen,positiv geladenetomkern,andendurchelektrische
AnziehungElektronergelundensind.Der Atomkernkanngeradesoviele Elektronerbindenwie er po-
sitive KernbausteinéProtonenpesitzt.Dadurchwird die Atomsorte(Wasserstdf Sauerstdf Eisen...)
festgelgt, denndie Zahl derElektronerbestimmtwie sichdasAtom chemischverhalt.

9.2 Linienspektren

Wennleuchtendé&sasd. icht aussendemmittierersienichtalle Farbenin gleichelWeise Die Gasatome
emittierennur ganzbestimmtelLichtwellenldangenMan siehtdies,wennmandasvon einemLeuchtgas
ausgesandteicht spektralzerlegt undesmit demSpektrumvon ,gewohnlichem“Licht vergleicht.

Experiment 10.1: Untersuchen Sie mit einem Taschenspektroskop zuerst das auf einer wei-
Ren Wand reflektierte Tageslicht. Sie sehen eine kontinuierliche Verteilung aller Spektralfarben.
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Abbildung9.2: LinienspektrundesWasserstds

Beobachten Sie anschlieend das Licht verschiedener Leuchtstoffréhren und einer Quecksil-
berdampflampe. Hier werden sie einzelne Linien bestimmter Farben finden. Man nennt ein
solches Spektrum ein diskretes oder Linienspektrum .

Mit demfolgendenVersuchsaufbaléisstsich dasLinienspektrumvon Wasserstdfgenauevermessen:

Experiment 10.2: Eine Balmer-Lampe sendet das Licht von atomarem Wasserstoff aus. Die
Lichtquelle wird nach Abb. 9.1 mit Linse 1 scharf auf einen Spalt abgebildet. Dann wird durch
Verschieben der Linse 2 ein scharfes Spaltbild auf dem Schirm erzeugt. Zwischen Linse 2 und
dem Schirm wird ein Rowland-Gitter mit der Gitterkonstanten ¢ eingefiigt. Die Spektrallinien
des Wasserstoffs werden auf dem Schirm sichtbar (Abb. 9.2).

Die Wellenlangengdie zu den einzelnenSpektralliniengehdrenJassensich ausden Gesetzerfir die
Beugungam Gitter berechnenEs gilt A = ¢ - D/ L, wobei D der Abstandzwischendem Maximum
nullter und ersterOrdnungund L der AbstandzwischenGitter und Schirmist. Mit f = ¢/A kannman
die WellenlangerderWasserstdfinien in Frequenzemmrechnen.

Nicht alle Spektrallinienliegenim sichtbarerBereich.Mit speziellenDetektorenlassensich auchim
ultraviolettenundinfrarotenBereichLinien nachweisenMan stelltfest,dassnanviele Spektrallinienn
Gruppenzusammenfassé@nn,die manSeriennennt.Die Linien einerSerierlickenzumkurzwelligen
EndedesSpektrumsmmerdichterzusammertin Abb. 9.2 auf derrechtenSeite).

Die Linienspektrerwurdenbereitsin derMitte des19.Jahrhundertentdecktlhre Bedeutundlieb den
damaligerPhysikernvollig dunkel.Man konntesie an einergro3enAnzahlvon Substanzenermessen
undkatalogisierenErklarenkonntemansie abernicht. ImmerhingelangesJohannlakobBalmer1885,
einemathematisch&esetzmaRigkein derempirischgefundeneragederLinien von atomaremhas-
serstof zu finden. Durch geschicktesKombinierender Frequenzeriand er eine Formel, die nicht nur
die bisdahinbekannterLinien beschriebsonderrauchneuevorhersagte:
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Die Spektrallinien von atomarem Wasserstoff werden durch die folgende Formel
(Balmer-Formel) beschrieben:

1 1

J = Iry (—2 — —2) . (9.1)
m n

Dabeiist fr, = 3,2898 - 10'® Hz eine Konstante,die sogenannteRydberg-Frequenz.

Die Zahl m klassifiziert die verschiedenerSeriendesWasserstoffs:

m = 1: Lyman-Serieim Ultravioletten,

m = 2: diein Abb. 9.2 abgebildeteBalmer-Serie, teilweiseim Sichtbaren,

m = 3: Paschen-Seriém Infrar oten,

m = 1: Brackett-Serieim Infrar oten.

n ist eine naturliche Zahl, (mit n > m + 1), die die Linien innerhalb einer Seriekenn-

zeichnet.

Die ErklarungdesphysikalischernnhaltsdieseFormelundderBedeutunglerLinienspektreniberhaupt
ist einedergroRenaufgaberder Atomphysik.Mit derPhysikdes19. Jahrhundertkonntesie nichtbe-
waltigt werden. DasBemuhendie Linienspektrerder Atome zu verstehenstellteeinenentscheidenden
Antrieb bei der Entwicklungder Quantenmechaniétar.

9.3 DasBohrscheAtommodell

LesenSiesichdasfolgendeZitat durch,daseinemelektronischeMachschlageerkentnommernwurde:

Stellvertretendtir viele popularwissenschaftitheTexte stehtesfiir eineweit verbreiteteModellvorstel-
lung von Atomen: Kleine Teilchen,die Elektronenkreisenauf bestimmterBahnenum denAtomkern.
DieseVorstellunghatso sehrEingangin dasallgemeineDenkengefundendassmansiein unzéhligen
Darstellungerwiederfindet Sieist fastschonzu einemallgemeinerSymbolfir dasAtom geworden.

Der UrsprungdieserVorstellunglasstsichgenauvangebenNiels Bohr stellte1913ein Atommaodellauf,
daseinenwichtigen Zwischenschrittwuf demWeg zum heutigenVerstandnider Atome darstellte.In

seinemModell laufendie alspunktférmigegeladen&eilchenangenommenekilektronerauf Kreisbah-
nenumdenKern.

Die denKern umkreisenderklektronenerinnernan die Planetendie um die Sonnelaufen. Stattder
Gravitationskraft ibernimmtdie Coulomb-Kraftdie Rolle der Zentripetalkraft. Doch abgeseheron
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dieserrelativ korventionellenVorstellungenthaltdasBohrscheAtommodelllauchschonrevolutionare
Zige,die mit derklassischemMechanikaufkeinenFall vereinbarerscheinen.

Bohrwollte mit seinemModell die Linienspektrerdervon denAtomenemittiertenStrahlungerklaren.
Dazumachteer folgendeAnnahme(die auchheutenochGliltigkeit besitzt):

Die Energie in Atomen ist quantisiert Die Elektronenim Atom kdnnen nur in Zustan-
den mit ganz bestimmtenWerten ihrer Energie existieren (den sogenanntenstationaren
Zustander).

Einerderstationarerzustanden BohrsModell hatdie niedrigsteEnegie. Er wird der Grundzustand

genanntlm Fall desWasserstdé betragtdie Enegie desGrundzustands-13, 6 eV (bezogerauf den
Nullpunkt der Enegieskala:dem ionisiert vorliegendenAtom, also den nicht gelundeneneinzelnen
Elektronenund Protonen).

Um dasAuftretendiskreterLinien im Spektrumerklarenzu kdnnen,mussteBohr noch eine zweite
Annahmemachen:Die Elektronensenderkeine Strahlungaus,solangesie sich in einemder statio-
narenZustandebefinden Licht wird erstbei einemUbergangzwischenzwei verschiedenestationaren
Zustanderemittiert oder absorbiert. Einen solchenUbeigang nannteer Quantensprung um auszu-
driicken,dassessichum einendiskontinuerlichenProzes$andelte Man kanndiesezweite Annahme
folgendermaleformulieren:

Ein Atom strahlt nur dann ein Photon ab, wenn ein Elektr on von einem stationaren Zu-
stand mit der Energie E,, in einenanderen Zustand mit einer niedrigeren Energie E,,
Ubergeht. Fir die FrequenzdesabgestrahltenPhotonsgilt:

h-f=E,— E,,. (9.2)

Die Linienspektrerkommenalsoin BohrsModell dadurchzustandegassdasAtom nurganzbestimmte
Enegiewerteannehmerkann.DasLicht, dasbei denUbemgangenzwischendenverschiedenestatio-
narenZustanderemittiert wird, spiegelt die quantisierteStruktur der Enegieniveausim Atom wider.

Mit denAnnahmenddie er Giberdie Lage der Enegieniveausbeim Wasserstdf machte konnteBohr

die BalImerFormelreproduzierenDieswar die groReLeistungdesBohrscherModells: Erstmalskonn-
te manein Linienspektrummit einemphysikalischerModell quantitaty beschreiberfwir werdendas
WasserstdtSpektrumin Kapitel 9.7 auseinemechtquantenmechanischémodell herleiten).

Die BohrscherModellannahmemvarenvom StandpunktlerklassischemMechanikausvollig unakzep-
tabel.Wassolltez. B. ein Elektronmit einerbestimmterEnegie daranhindern,ein klein wenigdavon
abzugebemderetwasmehrdavon aufzunehmenAuchim Sonnensysteraufendie Planeterewarauf
ganzbestimmterBahnen Aber kein Prinzip der Mechanikwirdeihnenverbieten,auf einerBahnmit
einergeringfiigigandererEnegie zu laufen,wennsie z. B. bei einerKollision Enegie verléren.

Bohr selbstwar sich GiberdieseSchwierigkeitdurchaudm klaren.Er schrieb,dasser ,keinenVersuch
einer mechanischemBegrindung“fur die Quantisierungder Enegie gibt, weil dies ,aussichtslosr
scheint”.Im Modell Bohrsbleibt die Quantisierungler Enegie ein Postulatdasnur durchdenErfolg
desModellsgerechtfertigist.
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BohrsModell konntevon den zeitgendssischeRhysikernnur wegen seinerErklarungsleitungm Fall
desWasserstdspektrumsakzeptiertwerden.Allen Physikernwar jedochklar, dassBohrs Modell nur
ein Ubegangsstadiunzu einer voll ausgereifterQuantentheorialarstellenkonnte. Zu urvertunden
standerklassischaindquantenhaft&igenebeneinander

Hinzu kam, dassder Erklarungserfolgderfir dasWasserstdatomgegliickt, sichfir nahezukeinean-
dereAtomsortewiederholeriel3. Das Spektrumder andererAtome blieb nachwie vor unerklart.Die
Physikermachtensich alsoauf die SuchenacheinervolstandigereBeschreilnng der Quantenphano-
mene.Das Ergebnisder Sucheist unsbereitsbekannt:die Beschreilnng von Quantenobjektedurch
Wellenfunktion,die Schrédingegleichungunddie BornschéaNahrscheinlichkeitsiterpretatbn.

9.4 Abschiedvom BohrschenAtommodell

Wahrenddermiuhevollen SuchenachderkorrektenQuantentheorienusstereinigeZiigedesBohrschen
Atommodellsaufgegebenverdenwahrendandergwie die QuantisierunglerEnegie) beibehaltenver-
denkonnten Der vielleichtradikalsteUmbruchim Bild GberdenAufbauder Atome stelltedie Erkennt-
nis dar, dassmandenElektronenim Atomenim allgemeinerdie Eigenschaft,Ort* nicht zuschreiben
kann.Beim Doppelspaltersuctkonntenwir zeigen.dassmandemElektronnichteinebestimmteBahn
von derQuellezum Schirmzuschreibekann— mankannnochnicht einmalsagendassesdurcheinen
bestimmterSpaltgeht.Ahnlich mussmandie Vorstellungvon Bahnenm Atom aufgebenEin Elektron
im Atom besitztdie EigenschaftOrt* nicht.

Die Aussagedassdie Elektronenim Atom nicht auf wohldefiniertenBahnenumlaufenwiderspricht
unsereranderAlltagsphysikentwickeltenvorstellungerstark.Sie soll deshallmit derin Abschnitt7.5
diskutiertenHeisenbergscherJnbestimmtheitsrelation quantitatv untermauertverden.

NachderUnbestimmtheitsrelatioist esnicht mdglich, Quantenobjekté einenZustandzu bringen,in
demdasProduktausAz (derStreuungderOrtsmesswerta)nd A p (derStreuunglerimpulsmesswerte)
kleinerist als h/47. Betrachterwir ein Ensemblevon Wasserstdatomen.Nehmenwir an (wie sich
gleichzeigenwird: falschlich),dassdasElektronin jedemder Atomeaufirgendein@Neisesoprapariert
wordenist, dassesentlangeinerBahnlauft. Dannmussder Ort relativ genaupréparierisein,sagerwir
bis auf ein ZehnteldesAtomdurchmesser®ie Impulsstreuungdie dannnicht unterschritterwerden
kann,ist:

Ap > . 9.3
b= 4 Az (©-3)
Mit einerStreuungderimpulseist aberaucheineStreuungderkinetischerEnegie verkunden:
2
AFyin > (27) : (9.4)
2m

Dadie kinetischeEnegie immer positiv seinmuss,mussdie mittlere kinetischeEneigie mindestenso
gro3wir ihre Streuungder Fii,-Messwertesein.Esmussalsogelten:

(Ap)? h?

Fin) > = .
(Pin) 2 2m 32m2m(Az)?

(9.5)

Fur dasWasserstdatomliegt derexperimentellbestimmteAtomdurchmessesei etwal10~'° m. Wenn
wir alsoin unsereAbschatzung\z = 10~!! m einsetzenerhalterwir:

F) > (6,6 - 10734)2(Js)2
kin/ = 3072 09,1 10~3lkg - 10~22m?

= 95eV. (9.6)
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Abbildung9.3: Franck-Hertz-¥rsuch

Unter denangenommeneRraparationsbedingungé®rtsmesswertstreuenwenigerals ein Zehntel
desAtomdurchmesserdiige die mittlere kinetischeEnegie der Elektronenalsohdherals 95 eV. Das
Ubersteigtdie zur lonisierungnétige Enegie von 13,6 eV (Grundzuzstandsengie, s. 0.) aberum ein
Vielfaches.Das Atom wurde sofort ionisiert und damit zerstort. Praparierteman die Elektronenim

Atom alsoso,dasgnanvon einemeinigermafegutdefinierterOrt redenkann,hattedersohegestellte
Zustandeineso hoheEnegie, dassdie Elektronengar nicht mehran den Atomkerngelundenwaren.
Die Vorstellungvon definiertenBahnenm Atom mussalsoaufgejebenwerden.

9.5 Quantisierung der Energieim Franck-Hertz-V ersuch

Einesder charakteristischstellerkmalevon Atomenist die Quantisierung der Energie. Wie bereits
erwahntjst die TatsachegassElektronenn einemAtom nichtjedenbeliebigenwWert derEnegie haben
kénnenmit der klassischerMechaniknicht zu erklaren.Und doch zeigt ein klassische€xperiment
der Atomphysik:Man kannAtomendurchElektronenstoerschieden&negiebetrdgganbieten®.Sie
konnendieseabernuraufnehmenwennderangeboten&negiebetraggenau,passt”.

Experiment 10.1 (Franck-Hertz-Versuch): Eine evakuierte Dreielektrodenréhre (Abb. 9.3)
enthalt einen Tropfen Quecksilber. Zur Erzeugung eines bestimmten Quecksilberdampfdrucks
(etwa 0,02 bar) wird die Rohre in einem elektrischen Ofen erhitzt. Die von der Glihkathode
ausgehenden Elektronen werden zwischen der Kathode und dem Gitter durch eine Spannung
Up beschleunigt (Abb. 9.4 (a)). Die kinetische Energie, die sie unmittelbar vor dem Gitter er-
reichen, ist

%mv2 =e-Up. (9.7)
Diese Energie befahigt die Elektronen, gegen eine zwischen Gitter und Anode anliegende
Bremsspannung Us (etwa 1,5 V) anzulaufen. Die Elektronen, die an der Anode ankommen,
werden mit Hilfe eines Messverstarkers als Anodenstrom 7,4 nachgewiesen. Die Stromstéarke
wird mit einem z-y-Schreiber gegen die Beschleunigungsspannung Ug aufgetragen. Man er-
halt die in 9.4 (b) aufgetragene Kurve. Die Maxima der Kurve liegen um jeweils AUg = 4,9V
voneinander entfernt.

Steigertmandie Beschleunigungsspanngysowachstiach(9.7) die kinetischeEnegie derElektronen.
Es wére daherzu erwarten,dassbei wachsendeBeschleunigungsspanngider Anodenstromimmer
weiter ansteigt.Zunéchstpassiertdasauch.Die Quecksilbegas-Atomewerdenzwar von Elektronen
-bombardiert‘,kénnenaberkeineEnegie von ihnenaufnehmenlst die Beschleunigungsspauangje-

dochso grof3,dassdie Elektronenkurz vor dem Gitter eine kinetischeEnegie von 4,9 eV erreichen,
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Abbildung9.4:(a) VerschaltunglerFranck-Hertz-Réhrgp) Versuchsagebnis(c) Leuchtschichtetei
einerNeon-Rohre

passieretwasanderesNun sind die Atome bei einemZusammenstofit einemElektronin derLage,
Enegie von diesemaufzunehmenDie Atome werdenangeegt. Die Elektronendie inre Enegie bei
demStoRRabggeberhabenhabemunnichtmehrgenugendEnegie, um die Gegenspannungwischen
Gitterund Anodedurchlauferzu kénnen.Der Anodenstromnsinkt auf ein Minimum ab (Abb. 9.4 (b).

Steigertman die Beschleunigungsspannginveiter, steigt der Anodenstromzunachstwieder an, um

bei AUg = 9,8 V auf ein zweitesMinimum abzusinkenDie Elektronenhabennun schonnachder
Halfte desWegesein Quecksilberatonangergt. NachderKollision werdensie erneutoeschleunigund
kénnenkurz vor dem Gitter ein zweitesQuecksilberatonanreyen. Abb. 9.4 (c) gibt ein visuellesBild

deraufeinanderfolgendeeschleunigungaind AnregungsprozessélachjederAnregungstrahlendie
Atome die Anregungsenagie in Form von Licht wiederab, so dassmanLeuchtschichterin Bereichen
derRohresieht,wo die Atome angergt werden.In denBereicherdazwischerwerdendie Atomenicht
angeret.

Das Entscheidendéei diesemVersuchist, dassdie Quecksilberatomdei einer Kollision mit einem
Elektronnur einenganzbestimmterEnegiebetragaufnehmerkénnen.Durch Variationder Beschleu-
nigungsspannupkannmandie ElektronendemAtom verschieden&negiebetrageanbieten“lassen.
Aber nur, wenndie Enegie desElektronsgenau4,9 eV betragt,kanndasAtom sie auchaufnehmen.
Dasist ein starkedndiz fur die von Bohr postulierteQuantisierunglerEnegie im Atom.

9.6 DreidimensionalerPotentialtopf und Orbitale

In Bohrs Atommodellmusstedie Quantisierungder Enegie in Atomen postuliertwerden.Man kann
dahemicht sagendassseineTheoriedie Enegiequantisierun@rklart. Siewird alsunerklarted=aktum
in dasModell hineingestecktindfihrt zu denbekannterKonfliktenmit derklassischemechanik.

In unsererkurzenEinfiihrungin die theoretischeBeschreiling von Quantenobjekterglie im letzten
Kapitel gegebenwurde, emgabensich jedochquantisierteEnegien auf ganznaturlicheWeise: Bei der
Lésung der Schrodingegleichungfir den unendlichhohenPotentialtopferhieltenwir ohneweitere
AnnahmerdasErgebnis,dassElektronenin einemPotentialtopfhur ganzbestimmteWerteder Enegie
annehmerkdnnen(Gleichung(8.43)). In der Quantenmechaniknussdie Enegiequantisierunglso
nicht postuliertwerden;sieemibt sichausder Theorie.
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Abbildung9.5: DreidimensionalePotentialwirfel

Bei genauerentHinsehenassensich auchAnalogienzwischeneinemElektronin einemPotentialtopf
undeinemElektronin einemWasserstdatomentdeckenBeideElektronensind,eingesperrt“d. h. sie
sinddurchKréfte aneinenbestimmterRaumbereiclyelunden.

Die beidenSystemeweisendemnachstrukturelleAhnlichkeitenauf. In einererstenNaherungkénnen
wir denunendlichhohenPotentialtopfdaherals,Modell-Atom* betrachteundanihm diskutierenwie

sich eingesperrt&lektronenverhalten(einegenauerdehandlunglesWasserstdfAtoms wird im fol-

gendermbschnittgegeben)ln Kapitel 9 wurdederPotentialtophurin einerDimensionbehandeltUm

Atomeim dreidimensionalefRaumzu modellieren betrachterwir einendreidimensionalefotential-
waurfel, bei demdasPotentialim InnerneinesWirfels der Kantenlange: denWert V,, hat,wahrendes
ausserhallinendlichgroBwird (Abb. 9.5)*

Um die Wellenfunktionenund Enegieeigenwertdir diesesModell zu bestimmenpendtigenwir die
Schrédingegleichungin drei RaumdimensioneWir erinnernuns,dassdie eindimensional&chrodin-
gemgleichung

[ W2 d?

2m da?

+ V(w)] () = Eges - 1b(2). (9.8)

lautet(vgl. (8.29). Stattdie Argumentedie zu dieserGleichungfihrten,fir drei Raumdimensionenu

wiederholenyersucherwir, mit einereinfacherlJberlegungdie richtige Gleichungzu erraten Elektro-

nenin drei Raumdimensionewerdendurcheine Wellenfunktion(z, y, z) beschriebendie von den
drei Koordinatenz, y und =z abhangtAlle drei Koordinatersolltengleichberechtigin die Schrodinger
gleichungeingehendennphysikalischist keinevonihnenvor denandererausgezeichnebie einfachste
Maoglichkeit, die Gleichung(9.8) in dieserWeisezu verallgemeinernist

K2 d? d? d?
l—% (W + d—y2 + @) + V(z,y, Z)] P(x,y,2) = Foes - P(x,y, 2). (9.9

In derTatist diesauchnachAussageder Quantenmechanidtie richtige Gleichung.

Bei derLosungder Gleichungkdnnenwir von unsererErfahrungerim eindimensionaleifrall profitie-
ren. Wir wissenbereits,dassdie Funktionen

NgT

sin <7$) (ny=1,2,3,...) (9.10)

In diesemAbschnittwerdenFunktionenmehreretVariablenbenutzt.StehendiesemathematischeK.enntnissenicht zur
Verfligung kannmanzumnachsterAbschnitt(Wasserstdatom) ibegehen.
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die Randbedingungefiir 2 = 0 undz = « erfiillen.Ahnlich erfiillendie Funktionen
sin (My) (ny =1,2,3,..))
a

. (T
sin (—z) (n.=1,2,3,...)
a

die Randbedingungebeiy = 0 undy = a bzw. z = 0undz = «.

DasProduktallerdrei Funktionererfillt alsoalle Rand-
bedingungendie durchdie unendlichhohenwéandeam
Randdes Potentialwirfelsgestelltwerden.Die Frage
ist: Erfullt esauchdie Schrodingegleichung(9.9)?Um

E,

dieszu Uberprifensetzerwir denAnsatz

ey Ny T n,T
Vnynyn. (T,Y,2) = Asin (Lx) -sin (Ly) -sin (Lz)
a a

! (9.11)

in die Schrédingegleichung(9.9) ein. NachAusfuhren
derAbleitungenerhaltenwir:

K2 nir?  nizx?  npirx?
N

a? a?
(9.12)

2m

L
CPIERAN

Al

Damitdie Gleichungerfullt ist, mussgelten:

K22

Bges = (7%25 + 7%2, + n§)+Vo

(ng,ny, . =1,2,31...).

2ma?

(9.13)
Damithaberwir die Wellenfunktionunddie méglichen
Enegien fur den dreidimensionalerPotentialtopfbe-

stimmt. Diskutierenwir nundie Bedeutungder Ergeb-
nisse.

Der henorstechendst&nterschiedzum eindimensio-
nalenFall ist, dassdie Wellenfunktionerund die Ener
gieeigenwertevon drei Quantenzahlem,., n,, n. ge-

kennzeichnewerdenstattvon einereinzigen.Die drei
Quantenzahlerkdnnen unabhangigvoneinanderalle

Werte der nattirlichenZahlenannehmenEs gibt da- - aAppildung 9.6: Termschemales dreidimen-

durch eine groReAnzahl von mdglichenKombinatio- sionalerPotentialtopfs
nen.Wie beimeindimensionaleRotentialtopfist die Enegie quantisiert.

In Abb. 9.6 sinddie moglichenEnegiewerte,die denverschiedeneQuantenzahlen,, n,, n, entspre-
chen,aufgetragenMan nenntein solchesDiagrammein TermschemaMan sieht, dassein einfaches
Modell wie derdreidimensional®otentialtopschonein relatv komplexesSchemaron Enegieniveaus
liefert. JedemJbegangzwischerzwei EnegieniveausentsprichgeméarderGleichungh f = E, — E,,
eineLinie im LinienspektrumEinige moglicheUbegangesindin Abb. 9.6 eingetragen.

Der stationareZustandmit der niedrigstenEnegie (alsoder Grundzustandist durchdie Quantenzahl-
kombinationn, = n, = n, = 1 gegebenDie Wahrscheinlichkeitsdiclety; 11 (x, y, z)|* istin Abb. 9.7
(a) dagestellt.Sie hatim ZentrumdesPotentialtopfseinenBauch,der einer maximalenAufenthalts-

wahrscheinlichkeientspricht Fir die Quantenzahlkombinati@m

N, = 2, ny,=mn,=1

88




Abbildung9.7: Wahrscheinlichkeitsdicknbeim dreidimensionaleotentialtopf

n, = 2, Ny =mn, =1

n, =2, Ny =mn, =1

emgebensichdie in Abb. 9.7 (b) — (d) dagestelltenWahrscheinlichkeitsdicken.Alle drei Zustandee-
sitzendie gleicheEnegie. Auffallig sind die Ebenermit |+»|? = 0, fir die die Wahrscheinlichkeitgin
Elektronzu finden,Null wird. Man bezeichnesie alsKnotenflachen.

Die AbbildungengebereinenEindruckvon denWahrscheinlichkeitssrteilungen,die sichflr verschie-
deneWerte der Quantenzahlerinstellen.Sie entsprechemlenausder ChemiebekannterOrbitalen.
Damit meintmandie Raumbereichein denendie Wahrscheinlichkeitgin Elektronzu finden, beson-
dershochist (z. B. die Rggionen,in denemmandasElektronmit neunzigprozentigéahrscheinlichkeit
findet).

9.7 DasWasserstoff-Atom

DasgrobeAtommodelldesim Potentialtopf,eingesperrten’Atoms vermagin qualitatver Weisedas
Auftretenvon Linienspektrerzu erklaren Mit diesemeinfacherModell kanndie exakte Form desSpek-
trums(die genaud.agederLinien) nochnichterklartwerden Wir wollendaherim folgendenAbschnitt
ein wenigergrobesModell diskutieren,dasein quantitatves Verstandnisdes WasserstdtSpektrums
ermdglicht.

DasWasserstdfAtom ist daseinfachstaller Atome.Esenthaltnurein Elektronundein Proton,die sich
wegenihrer unterschiedlichehadunganziehenCoulomb-Wechselwirkung)Das Protonist fastzwei-
tausendmadchwereist alsdasElektron,undeszeigtsichim Experimentdassesaufeinensehrkleinen
Raumbereiclkonzentrierist. FlirunserModell desWasserstdfAtoms kénnenwir alsoannehmengass
sichdasElektronim Coulomb-Potential

62

Vi(r)= (9.14)

dmegr

desKernsaufhalt(Abb. 9.8). Man kanndie EnegieniveausdesElektronsdurchLésungder Schrodin-
gewgleichungin diesemPotentialermitteln.

Esstellt sich herausdassdie LosungdiesesProblemaunseremathematischeMittel bei weitemuber
schreitet Ein Ausweg bestehddarin, dasCoulomb-Potentiatiurch ein ahnlichesPotentialanzunahern,
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V(r)

Abbildung9.9: Coulomb-Potentialind Modellpotential

dassich einfacherbehandelrasst. Auf dieseWeisesind wir schonim letzten Abschnitt bei unserer
erstenNaherungdesim PotentialtopfeingesperrtetitlektronsvorgegangenNur hattesich da gezeigt,
dassdie Naherungpffensichtlichzu grobwar, umdie beobachteteSpektrerzu erklaren.

In diesem Abschnitt werden wir ein besse-

res Modell des WasserstdfAtoms kennenler

nen. Die Vorgehensweisalabeiist die folgen- r
de:Wir betrachterein Modell-Potentialdasdem
Coulomb-Potentiatndglichstahnlichist, fir das
wir aber die SchrodingeiGleichung exakt 16- v(n
senkonnen.Es wird sich zeigen,dassmit dem
gewahltenModell-PotentialdasLinienspektrum
desWasserstdfAtoms qualitativ richtig wieder
gegebenwird. Alle Naherungendie wahrend
derRechnunggemachtverdenmiissenbetrefen
nur die Form desPotentialsund kénnendeshalb
nochaufderEbenederklassischePhysikdisku- _ )
tiert werden.Die anschlieRendguantenmecha- Abbildung9.8: Coulomb-Potential
nischeRechnundkommtdannohneN&aherungeraus.

Wie bei unserengrobenModell deseingesperrtertlektronswahlenwir einendreidimensionaleka-
stenférmigenPotentialtopfmit unendlichhohenPotentialwandenAndersals vorher passerwir den
Potentialtopfdem Coulomb-Potentiahbernun besseran: Wir variierendie Breite 2R und die Ener
giediferenzV;, zwischendem,Boden" desPotentialtopfaund dem Enegienullpunkt(Abb. 9.9). Diese
Parametemwerdensogewahlt, dassderPotentialtopfmdglichstgut auf dasCoulomb-Potentiajpasst".

UnsereAufgabebestehnundarin, méglichst,gute” Wertefir die Parameterk und V; zu finden.Wie
bereitserwahnt,ist dazukeine Quantenphysikiotig. Wir kdnnendie Naherungam Beispieleinerklas-
sischerLadungermitteln.

(a) Ermitteln der Potentialtopf-Breite R

In der klassischerPhysik kann sich eine in einem Coulomb-PotentiagetundeneLadung (Enegie
Fges < 0) nicht beliebig weit nachausserbevegen. Wie im Gravitationsfeld(z. B. beim senkrech-
ten Wurf) gibt esin einemgewissenAbstand R einenUmkehrpunkt.Er ist dadurchgekennzeichnet,
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Festlegung der Tiefe
des Potentialtops V,

Abbildung9.11:Festlgenvon V

dassdie kinetischeEnegie Null ist; die Gesamtengjie I, ist danngleich der potentiellenEnegie

(Abb. 9.10):

62

E es — T T 5
& dregR

(9.15)

odet nachR aufgeldst:

62

= A
& dmeg Eges (9.16)

Die LagedesUmkehrpunkt$éngtalsovon derEnegie . ah

Damit hat man eineklassischeAbschatzundir
denBereichgewonnenjnnerhalbdessersichdas
Elektron aufhalt. In unseremModell wird das R +R r
Coulomb-PotentiatiurcheinenPotentialtopfder \ /
Breite2 R ersetztDasbedeutetinnerhalbdieses 1 1
Bereichswird das Potentialals konstantange-

nommender Aussenbereickst fir dasElektron
unzuganglicunendlichhohePotnetialwande).

(b) Ermitteln der Potentialtopf-Tiefe 1
Innerhalb des Potentialtopfshat das Potential
einenkonstantenWert V5. Wir miissennun ei-
ne geeigneteAbschatzundir V; finden.Esliegt
nahe,V, sozuwéhlen,dassesdie ,mittlere Tie- Abbildung9.10:LagederUmkehrpunkte

fe* desCoulomb-Potentialslarstellt.Hier ergibt sichzunachseine Schwierigkeit,weil dasCoulomb-
Potentialam Nullpunkt divemiert. Wie soll manin diesemFall eine ,mittlere Tiefe* bestimmen’Es
handeltsichjedochnichtum eineechteDivergenz denndurchdie endlicheAusdehnunglesKernswird
dasPotentialam RanddesKerns,abgeschnittentind nimmt einenendlichenWert an?

Aus der Abbildung9.10kannmanersehengdassder Wertvon V; etwaskleinerals £, seinmuss.Wir
erhaltereineAbschatzungindemwir festlegen,dassl, denWertdesCoulomb-Potentialander Stelle
1R hat(Abb. 9.11).Esgilt demnachEinsetzerder Formelfiir k):

V—V(—lR)—V __l_“ (9.17)
c= T2 TN T 2k, ) '

2Hier tauschtauchdie zweidimensional®arstellung.In Wirklichkeit handeltessich um ein dreidimensionaleBroblem.
Man berechnetlenMittelwert desPotentialdnnerhalbeinerigygel mit Radius: V== fOR V(r) - 4mr?dr (Vi = Kugel-
volumen).Dasergibt denendlicherWertVy = 3/2E;...




Benutzerwir denAusdruck(9.14)fur dasCoulomb-Potentiakergibt sich

2 Ameg Fges
Vo= ——-2. 0% (9.18)
4reg e?
unddasEndegebnisfir V;, lautet:
Vo = 2Fges. (9.19)

Damitist die Tiefe desPotentialtopfggegeniberdem Nullpunkt der Enegie festgelgt und alle Para-
meterunseredModell-Potentialdestimmt.Wir kdnnennunzur quantenmechanisch@&@erechnungler
Enegiewertelibegehen.

(c) Bestimmender Energiewerte

Wir fassenunserModell noch einmalzusammenZur ModellierungdesCoulomb-Potential§ir eine
LadungderEnegie F,., verwenderwir einendreidimensionaleRastenformigerPotentialtopimit un-
endlichhohenPotentialwénderdesserBodensichbei Vy = 2F,. befindetunddesserKantenlange
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2R=-2——. 9.20

dmeg Eges ( )

ist. Die EnegieniveauseinesElektronsim dreidimensionalerPotentialtopfhabenwir bereitsvorher
berechne{Gleichung(9.13mit a = 2R)

h2 2
Fyos = ——— (n2 +n2 +n2) + V. (9.21)

2m(2R)

Zur Vereinfachungbeschrankenvir unsauf Zustandefir die n, = n, = n. = n, d. h. die keine

RichtungbevorzugenDie Enegieniveausverdendann:
h2r?

Foes = ————— 302 4+ V.

B = R T

Nun setzenwir die Parameter? undVj ein:

hir2 dreg) B2,
= o . 3n2 . % +2EgeS'

Eges

Bringt mandenletztenTermauf derrechtenSeitenachlinks, ergibt sich

72 h?(dreg)?

—3Fges =37 n*E?

met ges)

undnachKdurzenvon F,., erhalterwir dasErgebnisfir die Enegienveausm Wasserstdatom:
4 met 1

Foes=————"——" —. 9.22
& w2 2h* (4meg)?  n? (©-22)

Wie unsererstesgrobesModell sagtdiesesverfeinerteModell die Quantisierungler Enegie im Was-
serstofatomvoraus.Die Quantenzaht durchlauftalle positvenganzernZahlen(n = 1,2,3,...). Zu
jedemWertvonn gehdérteinWertderEnegie unddamitein ZustanddendasElektroneinnehmetkann.

Die Abhangigkeitder Enegiewertevon der Quantenzahk ist:

1

E es ™ T 5.
g n2

(9.23)
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Furalle Zustandegilt Fy.s < 0, d. h. siesindgelundenJegréRern wird, umsohdéherist die Enegie.
Fur grol3en rickendie Enegiewerteimmer dichterzusammerund nahernsich demWert s = 0
(Abb. ??). DieseEigenschaftemnseresviodells werdenvon der exaktenquantenmechanischdtech-
nungbestatigt.

Die Enegiewerte,die sichmit derexaktenForm desPotentialeergeben unterscheidesichvom Ergeb-
nis unserefModellrechnungum einenkonstanterfaktor 4 /7% ~ 0, 4. Daskorrekte Ergebnisfur die
EnegienveausdesWasserstdatomsist:

Im Wasserstoff-Atomkann das Elektr on die folgendenWerte der Gesamtenergieanneh-

men:

me? 1

Eges - —m°§, (’I’l: 1,2,3,...). (924)

Der Zustandmit » = 1, alsoderniedrigsterEnegie, ist der Grundzustand desWasserstdtAtoms. Er
liegtbei Fges = —13,6 eV.

SchlieRlichkdnnenwir die berechnete&negiewertenochmit dembeobachtete8pektrumdesWasser
stoffatomsverkniipfen(BalmerSpektrum Abb. 9.2). Licht wird emittiert, wenndasAtom einenUber
gangzwischenzwei Zustéander(z. B. von n = ny; nachn = ns) macht.NachGleichung(9.2) ist die
Photonenengie /. - f dabeigleichderDifferenzderbeidenEnegiewerte.Darauserhaltenwir:

hef= L(é—%) (9.25)

2R (4meg)? \ni ny

Dasentsprichigenauder BalmerFormel (9.1). DenWert der Rydbeg-Frequenkdnnenwir durchVer-
gleichderbeidenFormelnbestimmen:

me4

— — 15

in Ubereinstimmungnit dem Experiment DiesesZuruckfuhrendesempirischermitteltenWertes fr,,
auf eine Kombinationvon Naturkonstanteiist eine der grof3enLeistungendesquantenmechanischen
Atommodells.
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