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Kapitel 1

Photonen

1.1 Der Photoeffekt: Licht löst Elektr onenausMetalloberflächen

Viele optischeExperimentesprechendafür, dassessichbeimLicht um eineelektromagnetischeWelle
handelt.Experimentewie die BeugungamGitter, amEinzel-undamDoppelspaltlassensichalsInter-
ferenzerscheinungenerklären,undInterferenzist ein typischesMerkmaleinerWelle.Wegendervielen
Bestätigungen,diedieWellentheoriedesLichts in derOptik erfahrenhat,scheinensichZweifel anihrer
universellenGültigkeit fastvonselbstzuverbieten.Dennochgibt esPhänomene,diesichderErklärung
durchdie Wellentheoriewidersetzen:

Experiment 1.1 (Hallwachs-Effekt): Eine frisch geschmirgelte Zinkplatte wird nach Abb. 1.1
auf ein Elektroskop gesteckt und durch einen kurzen Kontakt mit dem Minuspol einer Hoch-
spannungsquelle negativ aufgeladen. Danach wird die Platte mit dem Licht aus einer Queck-
silberdampflampe bestrahlt, das einen hohen Anteil an ultraviolettem Licht enthält. Die Platte
entlädt sich rasch (der Elektroskopausschlag geht auf Null zurück). Dagegen entlädt sich das
Elektroskop nicht, wenn man eine Glasplatte in den Strahlengang bringt.

EinemöglicheErklärungfür denAusgangdiesesVersuchesbestehtdarin,dassElektronendasMetall
verlassen,wennmanesmit Licht bestrahlt.DasLicht scheintElektronenausder Zinkplatte„heraus-
zuschlagen“(Abb. 1.2).DieserklärtdenAbbaudesElektronenüberschussesauf dernegativ geladenen
Platteund damit die EntladungdesElektroskops.Allerdings kannnur UV-Licht denEffekt auslösen,

� ���
Abbildung1.1:VersuchsaufbauzumHallwachs-Effekt (Experiment1.1)
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einfallendes
Licht

ausgelöste Elektronen

Abbildung1.2:Licht löstElektronenausMetalloberflächen

wie dasEinführenderGlasplattezeigt.Eswird von derGlasplatteabsorbiert,woraufhindie Entladung
nichtstattfindet.SichtbaresLicht kanndagegendieGlasplattefastungehindertpassieren.Die Auslösung
von ElektronenauseinerMetalloberflächedurchLicht wird alsäußererPhotoeffektbezeichnet.

Kann mandenEffekt mit der WellentheoriedesLichts erklären?Nachder Wellentheoriewerdendie
Elektronenvon dereinfallendenLichtwelle zu Schwingungenangeregt. Bei größererLichtintensität ist
auchdie elektrischeFeldstärkegrößer. Dannsolltendie Elektronenmit größererAmplitudeschwingen,
sodasssieleichterausdemMetall abgelöstwürden.

Diesstehtaberim Widerspruchzu denBeobachtungen:Bei derBestrahlungmit sichtbaremLicht wer-
denkeineElektronenausgelöst,selbstwennmandie Intensitätsehrstarkerhöht.Nur hochfrequentes
UV-Licht ist in der Lage,Elektronenauszulösen(und zwar selbstbei sehrniedrigerIntensität).Die
WellentheoriedesLichtsgeräthier in Erklärungsschwierigkeiten.

1.2 Deutung desPhotoeffektsmit Photonen

Um den Photoeffekt zu erklären,benötigtman eine neuartigeModellvorstellung von der Natur des
Lichts. In dem neuenModell strömt Licht nicht als kontinuierliche elektromagnetischeEnergie von
der Lichtquelleweg, sondernals eineVielzahl von Energieportionen, vergleichbareinemStrom von
Teilchen. DieseEnergieportionennenntmanLichtquantenoderPhotonen. DerPhotoeffekt wird in die-
semModell als„Stoß“ zwischenPhotonenundElektronengedeutet.Ein Elektronwird ausdemMetall
herausgeschlagen,wennesvon einemPhotongetroffenwird unddessengesamteEnergieübernimmt.

WelcheEigenschaftenbesitzendieseLichtquanten?Beim Photoeffekt ist ihr hervorstechendstesMerk-
mal die Energie,die sieandasElektronübertragen.Experimentellhatsichgezeigt,dassdie Fähigkeit,
Elektronenauszulösen(alsoEnergie zu übertragen)um sogrößerist, je größerdie Frequenz� desein-
gestrahltenLichts ist. Es ist alsozu vermuten,dassdie Energie derPhotonenmit derFrequenzwächst.
Wir stellendie Hypotheseauf,dassdie Energie einesPhotonsproportionalzu � ist: ����� . Bezeichnet
mandie Proportionalitätskonstantemit 	 , erhältmandie Beziehung��
�	���� (1.1)

DerPhotoeffekt wird dannfolgendermaßenmit Hilfe derPhotonenvorstellunggedeutet:

Beim Photoeffekt tr effen Photonenauf eine Metalloberfläche. Wenn ein Photon auf ein
Elektron trifft, wird esabsorbiert. Die Energie 
�� desPhotonswird auf das Elektron
übertragen; mit der gewonnenenEnergiekann dasElektron dasMetall verlassen.
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Abbildung1.3:NachweisdesPhotostromsmit einerPhotozelle

Um die Metalloberflächevon innen nachaussenzu zu überwinden,mussdasElektron eine für das
jeweiligeMetall charakteristischeArbeit leisten,diemanAustrittsarbeit ��� nennt.Zusätzlichkönnen
die Elektronenbereitsim InnerndesMetallsdurchStößeEnergieverlusteerleiden.

Die Energiebilanzsiehtdannfolgendermaßenaus:Vor demProzessbesitztdasPhotondie Energie 	�� .
NachdemVerlassendesMetallshatdasElektrondie Austrittsarbeit��� geleistetunddurchStößedie
Energie ��� abgegeben.Esgilt alsodie Bilanzgleichung:	���
���� � ��������������� (1.2)

DadieEnergie ��� für jedesausgelösteElektronunterschiedlichist,erhältmanauchverschiedeneWerte
derkinetischenEnergie. Der maximalmöglicheWert ��� � � �  �! " derkinetischenEnergie tritt auf, wenn���#
�$ ist. Für ihn gilt demnach ��� � � �  �! "%
�	���&����%� (1.3)

DieserMaximalwertvon ��� � � lässtsich im Experimentermitteln.Damit ist auchdie Hypothese,dass
die Energie einesPhotonsderFrequenzproportionalist, einemexperimentellenTestzugänglich.

1.3 ExperimentelleÜberprüfung der Energiebilanzund Bestimmungder
PlanckschenKonstanten

Um dieEnergiebilanz(1.3)experimentellzuprüfen,musseinMessverfahrengefundenwerden,mit dem
die kinetischeEnergiederElektronenfür verschiedenePhotonen-Energien 	�� bestimmtwerdenkann.

Experiment 1.2: In einer evakuierten Röhre befinden sich zwei Elektroden (Abb. 1.3). Auf
die Kathode ist eine metallische Schicht (z. B. Kalium) aufgedampft. Die Anode besteht aus
einem Metallring und dient als Auffangelektrode für die ausgelösten Elektronen. Man nennt
eine solche Röhre eine Photozelle; die Metallschicht auf der Kathode wird auch als Photo-
schicht bezeichnet. Wird die Photoschicht von außen mit Licht bestrahlt, so zeigt das über
einen Messverstärker angeschlossene Amperemeter einen Strom ' (*) , den Photostrom, an.

Im Unterschiedzu Experiment1.1wurdehier ein Metall verwendet,bei demderPhotoeffekt auchmit
sichtbaremLicht auftritt. Dasbedeutet,dassschonbeisichtbaremLicht ElektronenausdemMetall aus-
tretenkönnen.Die ausgelöstenElektronenwerdenzur Anodehingezogen.In derPhotoschichtentsteht
durchdie fehlendenElektronenein Ladungsdefizit.Eswird dadurchausgeglichen,dassüberdasAm-
peremeterElektronennachfließen.DieseElektronenverschiebungwird alsPhotostrom' (*) registriert.
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Abbildung1.4:GemesseneGegenspannungenfür verschiedeneFrequenzen

Die BestimmungderkinetischenEnergie derElektronengelingtmit dersogenanntenGegenfeldmetho-
de. Dabeiwerdendie Elektronenauf demWeg zur AnodedurcheineGegenspannung+-, abgebremst.
DerPhotostromwird Null, wenndie Gegenspannunggeradesoweit erhöhtwird, dassauchdieschnell-
stenElektronendie PotentialdifferenzzwischenKathodeund Anodenicht mehrüberwindenkönnen.
Für die Energie der schnellstenElektronengilt dann ��� � � �  �! "#
/. +-, . Damit lässtsich die maximale
Elektronenenergieüberdie angelegteGegenspannungbestimmen.

Experiment 1.3: Die Kathode der Photozelle wird von mit einer Quecksilberdampflampe
beleuchtet. Um monochromatisches Licht zu erhalten, werden Interferenzfilter oder ein Ge-
radsichtprisma benutzt.1 Für die verschiedenen Lichtfrequenzen werden die Gegenspannun-
gen +-, bestimmt, bei denen der Photostrom verschwindet und die Messwerte in ein . +-, - � -
Diagramm übertragen.

Da derPhotostromnur sehrallmählichabfällt, ist esschwierig,denNullpunkt exakt festzulegen.Man
stellt fest,dassdie für verschiedeneFrequenzendesauffallendenLichts gemessenenWertefür die Ge-
genspannungauf einerGeradenliegen(Abb. 1.4).Diesstimmtmit Gleichung(1.3) überein,die umge-
formt die GestaltderGeradengleichung . +-,0
�	���&���� (1.4)

besitzt.Die dieserGleichungzugrundeliegendeHypothese,dassdie Photonenenergie proportionalzur
Frequenzist, findetdamitihreBestätigung.AusdemVergleichderGeradengleichungmit dengemesse-
nenDatenkannmandie WertederKonstanten	 und ��� ablesen.Die SteigungderGeradenbestimmt
die Proportionalitätskontstante 	 zwischenPhotonenenergie und Frequenz.Aus präzisenMessungen
ergibt sich der Wert von 	 zu 	1
32*4 2 5 2#6-7 $98*: ; Js.Die fundamentaleNaturkonstante	 wird als
PlanckschesWirkungsquantumbezeichnet.Sie ist einekennzeichnendeGrößefür dasAuftreten von
Quanteneffekten.

Die gemesseneGeradeschneidetdie � -Achsebei der sogenanntenGrenzfrequenz� , < . Für sie ist die
kinetischeEnergie ��� � � �  �! "=
>. +-, derausgelöstenElektronenNull. Die Photonenenergie reichtdann

1Man nutztdabeiaus,dassim Licht derQuecksilberdampflampenicht alle Frequenzenenthaltensind,sondernnur ganz
bestimmte.Auf diesesogenanntenSpektrallinien wird im Zusammenhangmit demAufbauderAtomenochausführlichein-
gegangen.
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geradeaus,umdieAustrittsarbeitaufzubringen.Licht mit einerFrequenz��?�� , < kannkeineElektronen
ausdembetreffendenMetall auslösen.Die Austrittsarbeit��� erhältmannachGleichung(1.4) durch
ExtrapolationderGeradenzumWert ��
�$ . Der Schnittpunktmit derOrdinateliegt bei . +-,=
@&���� .
AusAbb. 1.4 liestmaneinenWert vonetwa1,7eV ab. BenutztmanPhotozellen,bei denenandereMe-
tallealsKalium aufdieKathodeaufgedampftsind,ergebensichGeradenmit dergleichenSteigungwie
in Abb. 1.4,dieaberwegenderverschiedenenAustrittsarbeitenandereAchsenschnittpunkteaufweisen.

Mit demVersuchsaufbauvonExperiment1.3 lassensichweitereBelegefür diePhotonentheoriefinden:

Experiment 1.4: In Experiment 1.3 wird die Intensität des Lichts, das auf die Photoschicht fällt,
abgeschwächt. Man beobachtet einen kleineren Photostrom, aber die Gegenspannung +-, zur
Abbremsung der schnellsten Photoelektronen bleibt gleich.

Experiment1.4 zeigt,dassdie kinetischeEnergie derPhotoelektronennur von derFrequenzundnicht
von der IntensitätdesLichts abhängt.NachderPhotonentheorieist daseinsichtig,denndie Frequenz
bestimmtdiePhotonenenergie.NachderklassischenWellentheoriehingegensollteLicht höhererInten-
sität mehrEnergie auf die Elektronenübertragen,weshalbdie kinetischeEnergie derPhotoelektronen
mit derIntensitätzunehmensollte.DasVersuchsergebnisdeutetalsodaraufhin, dassbeimPhotoeffekt
die Energie in einemquantenhaftenEinzelprozessaufdie Elektronenübertragenwird.

1.4 Impuls von Photonen

Die erfolgreicheInterpretationdesPhotoeffektsmit Hilfe desPhotonenbegriffs legt eineTeilchentheorie
desLichtsnahe.DafürsprichtaucheinweitererexperimentellerBefund:SiebesitzeneinenImpuls, den
sieaufmaterielleTeilchenübertragenkönnen.Daszeigtsichz. B. im PhänomendesStaubschweifsvon
Kometen.Er ist immervon derSonneweggerichtet,weil die PhotonendesSonnenlichtseinenImpuls
auf die Staubteilchenübertragen.Der direkteNachweisdesImpulsübertragsvon Photonenauf Atome
gelang1933,alsOtto FrischeinenStrahlausNatriumatomenzur Seiteablenkenkonnte,indemer die
Atome mit dem Licht einer Natriumdampflampebestrahlte.HeutzutagegehörtdasAbbremsenoder
Beschleunigenvon AtomendurchLaserlichtzur Routinein denPhysiklabors.

Der Impuls,denStrahlungauf Materieüberträgt,ist mit der Strahlungsenergie � überdie GleichungA 
>�CB D . Man kanndieseGleichungexperimentellbestätigen;sie lässtsichaberauchtheoretischaus
der Relativitätstheorieherleiten.Mit ihr kann man den Impuls bestimmen,denein einzelnesPhoton
besitzt.Wir wissenbereits,dassein Photonmit derFrequenz� die Energie �E
E	F6 � besitzt.Damit
erhältmanergibt sich A 
 	#6 �D � (1.5)

Wir könnenunsereErgebnissezu Energie undImpulsvonPhotonenfolgendermaßenzusammenfassen.

Ein Photonder Frequenz� besitzteineEnergie GIH/
=J � und einenImpuls K�H/
=J ��L9M .
Sosehrdie quantenhafteÜbertragungvon EnergieunddieExistenzdesPhotonenimpulsesaufein Teil-
chenmodelldesLichts hindeuten:Wie sind danndie zahlreichenBefundezur InterferenzdesLichts
einzuordnen,die starkauf eineWellentheoriehindeuten?Sie lassensichnicht ohneweiteresmit einer
Teilchenvorstellungerklären.Man stellt sichzu Rechtdie Frage,wasdasLicht dennnuneigentlichist:
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Welle, Teilchen,oderetwasganzanderes?Wellen- und Teilchenvorstellungsind so verschieden,dass
mansichnichtvorstellenkann,dassbeidegleichzeitigzutreffen.

An dieserStelle zeigt sich zum erstenmal, dassdie begrifflichen Grundlagender Quantenmechanik
weitauskomplexer sind als die der klassischenPhysik.Eine eindeutigeAntwort auf die Frage„Welle
oderTeilchen?“ist in derQuantenphysiknicht möglich.Quantenobjektesindkomplizierter. Sie lassen
sichnichtohneweiteresauf einederbeidenAlternativenfestlegen.

Ob sich bei einemPhotonWellen- oderTeilchenaspektezeigen,hängtvon dengenauenVersuchsum-
ständenab,unterdenenesbeobachtetwird. In einemder folgendenAbschnittewird sichzeigen,dass
mituntersehrkleine Veränderungenan der Versuchsapparaturausreichen,um vom Wellen- zum Teil-
chencharakter„umzuschalten“.Die „Entscheidung“für daseineoderfür dasanderebleibt jedochnicht
demZufall überlassen.Mit der Quantenmechaniklässtsich dasVerhaltenvon Photonenund anderen
Quantenobjektenvorhersagenundbeschreiben.In allenExperimenten,die bisheran Quantenobjekten
durchgeführtwurden,hatsichÜbereinstimmungzwischenExperimentundtheoretischerBeschreibung
ergeben.

Allerdingsist dieQuantenmechanikkeineanschaulicheTheorie.Die korrekteBeschreibungdesoftmals
seltsamanmutendenVerhaltensderQuantenobjektewird mit einergewissenAbstraktheiterkauft.Um
sich trotzdemin der Quantenweltzurechtzufinden,ist esnützlich, zuersteinigebegriffliche Grundla-
genzu klären,die dasVerständnisderGesetzmäßigkeitenim Quantenbereicherleichtern.Dieswird im
nächstenAbschnittunternommen,wo derBegriff der„dynamischenEigenschaft“vonQuantenobjekten
eingeführtwird.
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Kapitel 2

Präparation dynamischerEigenschaften

PhysikalischeObjekte,die in einemExperimentuntersuchtwerdensollen,müssenvorherin einenvom
ExperimentatorgenaubestimmtenZustandgebrachtwerden.EsmüssenkontrollierteAnfangsbedingun-
genhergestelltwerden.Will manbeispielsweisein derMechanikdasGesetzfür die Bahnkurve desho-
rizontalenWurfsüberprüfen,musseineAbschussvorrichtunghergestelltwerden,die eserlaubt,Kugeln
gleicherMassemit möglichstidentischenAnfangswertenvon Ort undGeschwindigkeitabzuschießen
(Abb. 2.1).

Ein Verfahren,mit dem Objekte in einen be-

y

x
vx0

Abbildung2.1: Präparationvon Ort undGeschwin-
digkeit beimhorizontalenWurf

stimmtenZustandgebrachtwerden,nenntman
Präparation. DurchPräparationstellt manphy-
sikalischeSystememit bestimmtenEigenschaf-
ten her. Die Abschussvorrichtungbeimhorizon-
talenWurf präpariertz.B. Kugelnmit denbeiden
Eigenschaften„befindet sich am AbschussortN O*P 4 Q P R “ und„besitztdieAbschussgeschwindig-
keit
N S T P 4 S U P R “.

Die durchPräparationhergestelltenEigenschaf-
ten sind nicht unveränderlich.Deshalbwerden
sie als „dynamischeEigenschaften“bezeichnet.
Im Gegensatzdazusindz. B. LadungundRuhe-
masseeinesElektronsunveränderlich;eshandelt
sichdabeium dynamischeEigenschaften.

In derklassischenPhysikist dasPräparierenvon
EigenschaftenphysikalischerObjekteso selbst-
verständlich,dassseltenausführlicherdaraufeingegangenwird. Dagegentauchenin derQuantenphysik
neuePhänomeneauf,dieesnötigmachen,denBegriff derdynamischenEigenschaftneuzuüberdenken.
Dahersollenin diesemAbschnittdie begrifflichenGrundlagenbehandeltwerden,die esermöglichen,
einenZugangzudenneuartigenProblemenderQuantenphysikzu finden.

2.1 Prismenversuchmit Licht

Experiment 2.1: Leiten Sie in einem abgedunkelten Raum weißes Licht von einer 12 V-Lampe
durch eine Spaltblende auf ein Prisma (Abb. 2.2 (a)). Auf dem Schirm sehen Sie das aus der
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Abbildung2.2: (a) AufspaltungeinesLichtbündelsim Prisma;(b)AusblendeneinerbestimmtenFarbe

AVa

Abbildung2.3:Testauf PräparationeinerEigenschaft

elementaren Optik bekannte farbige Regenbogenspektrum. Sie können Licht einer bestimmten
Farbe herstellen, indem Sie hinter das Prisma eine weitere Spaltblende stellen, die nur das
Licht aus einem eng begrenzten Farbbereich (z. B. grün) durchlässt (Abb. 2.2 (b)).

Man vermutet,dassLicht einerbestimmtenFarbeeineEigenschaft besitzt,die dazuführt, dassesim
Prismaum einenganzbestimmtenWinkel W abgelenktwird. DieseVermutungkannmanfolgenderma-
ßentesten:

Experiment 2.2: Lenken Sie das vorher erzeugte grüne Lichtbündel durch ein zweites Prisma
auf den Schirm (Abb. 2.3). Sie werden sehen, dass es im zweiten Prisma nicht mehr aufgefä-
chert wird. Wie vermutet wird es um den gleichen Winkel W wie im ersten Prisma abgelenkt.1

Dasim ExperimenterzeugteLicht einerbestimmtenSpektralfarbebesitztalso tatsächlichdie Eigen-
schaft„wird um einenbestimmtenWinkel abgelenkt“.DasweißeLicht derLampebesitztdieseEigen-
schaftnicht; eswird aufgefächert.Wie wir wissenist die in diesemExperimentgefundeneEigenschaft
mit eineranderenidentisch:„besitzteinebestimmteWellenlänge“.Die Eigenschaft„Wellenlänge“be-
stimmtdenAblenkwinkelebensowie die Eigenschaft„Farbe“.Auch ohnedieszu wissenkönntenwir
durchdasmethodischeVorgehenbei demExperimentLicht herstellen,dasdie Eigenschaft„Wellenlän-
ge“ besitzt.Dadurchkannmanauchin physikalischunvertrauterenSituationenEigenschaftenanalysie-
ren,ohnedie physikalischenHintergründeim Detail kennenzumüssen.

Analysierenwir dasVerfahrenim Hinblick aufdenBegriff derPräparation:

1DerWinkel,umdenderStrahlabgelenktwird, hängtnatürlichvomEinfallswinkelaufdasPrismaab. Nur wenndieserbei
beidenPrismendergleicheist, wird derStrahlin beidenPrismenumdengleichenWinkel abgelenkt.
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Abbildung2.4:DurchgelassenerundreflektierterStrahlamhalbdurchlässigenSpiegel

1. Die BlendehinterdemerstenPrismalässtnur Licht durch,dasum einenbestimmtenWinkel ab-
gelenktwurde(vgl. Abb. 2.2 (b)). DasdurchgelasseneLicht besitztdie dynamischeEigenschaft
„wird umeinenbestimmtenWinkel abgelenkt“.PrismaundBlendehabenLicht mit dieserEigen-
schaftpräpariert.

2. DaszweitePrismahat eineandereFunktion.Es dient als Test, um zu bestätigen,dasswirklich
einePräparationstattgefundenhat.

Dashier aufgezeigteVerfahrenausPräparationundTestkannganzallgemeinangewandtwerden.Zu-
nächstversuchtman,aneinemphysikalischenObjekt(z. B. Licht oderElektron)einebestimmtedyna-
mischeEigenschaft(z. B. WellenlängeoderkinetischeEnergie) herzustellen.Um sicherzustellen,dass
esdiegewünschteEigenschafttatsächlichbesitzt,führt maneinzweites(evtl. gleichartiges)Experiment
durch,dasdieseEigenschaftüberprüft.BesitztdasObjektdie Eigenschaft,zeigtessiein diesemTest.

Wennmanmit Sicherheitvorhersagenkann,dassein TesteinebestimmtenEigenschaftbestätigt,dann
ist die Vorstellungerlaubt,dassdasObjektdieseEigenschaftwirklich besitzt, siealsodemObjektauch
unabhängigvom Test zukommt.Wir werdenspätersehen,dassim Bereichder Quantenphysikdiese
Vorschriftsehrgenaubeachtetwerdenmuss.Eswird sichherausstellen,dassesFällegibt, in denenman
in Widerspruchzu denPhänomenengerät,wenn manQuantenobjekteneineEigenschaftunabhängig
von einerPräparation,einemTestodereinerMessungzuschreibt.

2.2 Halbdur chlässigerSpiegel(Strahlteiler)

Betrachtenwir ein zweitesBeispielfür die Frage,ob einedynamischeEigenschaftvorhandenist oder
nicht:

Experiment 2.3: Senden Sie Licht wird unter einem Winkel von 45 X auf einen Strahlteiler
(einen halbdurchlässigen Spiegel; Abb. 2.4). Das Licht wird teilweise durchgelassen und teil-
weise reflektiert. Durchgelassener und reflektierter Strahl besitzen die gleiche Intensität.

BesitztderdurchgelasseneAnteil desLichts einebesondereEigenschaft,die dazuführt, dasser durch-
gelassenwird? Hat der StrahlteilereinenStrahlmit der Eigenschaft„wird durchgelassen“präpariert?
DieseFragekönnenwir mit demallgemeinenSchemavon Präparationund Testbeantworten.Stellen
Siedazuin dendurchgelassenenStrahleinenzweitenStrahlteiler. Er stellt denTestdar. Wennsich im
durchgelassenenStrahlnurLicht mit derEigenschaft„wird durchgelassen“befindet,dannmusssichdie-
seEigenschaftim Testzeigen.Am zweitenStrahlteilermüsstedannallesLicht durchgelassenwerden;
nichtsdarf reflektiertwerden.

Experiment 2.4: Leiten Sie den durchgelassenen Strahl auf einen zweiten Strahlteiler (Abb.
2.5). Er wird erneut in einen durchgelassenen und einen reflektierten Anteil aufgespalten.
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Abbildung2.5:Test:WurdeamdurchgelassenenStrahleineEigenschaftpräpariert?

Abbildung2.6:Herstellungvon polarisiertemLicht

DasVersuchsergebniszeigt,dassderdurchgelasseneStrahlkeineEigenschaft„wird durchgelassen“be-
sessenhat.Ein Strahlteilerführt keinesolchePräparationdurch.TatsächlichkannmaneinenLichtstrahl
garnichtsopräparieren,dassergänzlichdurcheinenhalbdurchlässigenSpiegel durchgelassenwird.

2.3 Polarisation

Experiment 2.5: Beleuchten Sie mit dem Licht einer 12 V-Lampe Experimentierleuchte ein
waagerecht eingestelltes Polarisationsfilter (Abb. 2.6). Das Licht (Intensität Y9Z ) wird durch das
Polarisationsfilter abgeschwächt; der durchgelassene Anteil besitzt etwa die halbe Intensität
des ursprünglichen Lichts ( Y P 
I[\ Y9Z ).
DasPolarisationsfilterhat etwadie Hälfte desLichts absorbiert.Wiederstellt sich die Frage:Wurde
am durchgegangenAnteil eineEigenschaftpräpariert?Auch dieseFragelässtsich nachdem vorher
angewandtenallgemeinenSchemaklären.

Experiment 2.6: Stellen Sie ein zweites waagerecht eingestelltes Polarisationsfilter in den
Strahlengang (Abb. 2.7). Sie werden keine merkliche Abschwächung der Lichtintensität beob-
achten; sowohl vor als auch hinter dem zweiten Polarisationsfilter ist die Intensität Y�
�Y P .
DasExperimentszeigt, dassdaserstePolarisationsfilteram Licht der LampeeineEigenschaftpräpa-
riert hat.Siewird Polarisationgenannt.DaswaagerechteingestelltePolarisationsfilterhatwaagerecht
polarisiertesLicht hergestellt.DaszweitePolarisationsfilterdientalsTestfür die Eigenschaft„waage-
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Abbildung2.7:TestaufPräparationderEigenschaft„waagerechtpolarisiert“

Abbildung2.8:WaagerechteundsenkrechtePolarisation

rechtpolarisiert“.Dasvom erstenPolarisationsfilterauf dieseEigenschaftpräparierteLicht konntees
ungehindertpassieren.

Experiment 2.7: Nun werden beide Polarisationsfilter zunächst senkrecht gestellt. Wieder wird
das Licht im zweiten Polarisationsfilter fast ungehindert durchgelassen. Wenn Sie das erste Fil-
ter langsam in die waagerechte Stellung drehen, wird die Intensität immer kleiner, bis schließ-
lich fast kein Licht mehr durchgelassen wird (Abb. 2.8).

Im erstenTeil desVersuchswurdeLicht mit eineranderenEigenschaftpräpariert,nämlichsenkrecht
polarisiertesLicht. Der Testmit demzweitensenkrechtgestelltenPolarisationsfilterzeigt, dassauch
dieseineEigenschaftdesLichts ist.

Im zweitenTeil desExperimentspassiertetwasNeues.NachdemdaserstePolarisationsfilterin die
waagerechteStellunggedrehtwurde, präpariertes waagerechtpolarisiertesLicht. DiesesLicht fällt
auf dassenkrechteingestelltezweitePolarisationsfilter, daseinenTestfür die Eigenschaft„senkrecht
polarisiert“ darstellt.Der AusgangdesTestsist eindeutig:WaagerechtpolarisiertesLicht besitztdie
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Abbildung2.9:ModellversuchzurPolarisation

waagerecht polarisiertes Licht

senkrecht polarisiertes Licht

Abbildung2.10:WaagerechtundsenkrechtpolarisiertesLicht

Eigenschaft„senkrechtpolarisiert“nicht. Die beidendynamischenEigenschaftensindnichtgleichzeitig
präparierbar. EshandeltsichumeinanderausschließendeEigenschaften.

In derWellentheoriedesLichts kannmansichdie Eigenschaft„Polarisation“und die Wirkungsweise
einesPolarisationsfiltersmit einemModellversuchveranschaulichen:

Experiment 2.8: Zwei Stativstangen werden wie in Abb. 2.9 verbunden und in senkrechter
Stellung befestigt. Mit einem Seil werden Wellen in senkrechter Richtung erzeugt. Die Seilwel-
len können das „Filter“ ungehindert passieren. Waagerechte Seilwellen werden dagegen von
den Stativstangen aufgehalten („absorbiert“).

Bei denSeilwellenhängtesvon der Schwingungsrichtungab, ob die Welle durchgelassenwird oder
nicht.Die Eigenschaft„Polarisation“desLichtslässtsichanalogerklären,wennmanaufdieVorstellung
von Licht als einer elektromagnetischenWelle Bezugnimmt. Hier ist esdie Schwingungsebenedes
elektrischenFelds,welchedie Polarisationsrichtung desLichts bestimmt(Abb. 2.10). Schwingtdas
elektrischeFeldin waagerechterRichtung,handeltessichumwaagerechtpolarisiertesLicht. Allgemein
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lässtsichdasfolgendermaßenformulieren:BesitztdaselektrischeFeldeinerLichtwelle ausschließlich
eineKomponentein einebestimmteRaumrichtung,ist dasLicht in dieserRichtungpolarisiert.
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Kapitel 3

Wellen und Teilchen

3.1 Licht im Interfer ometer

EinerderinteressantestenundrätselhaftestenAspektederQuantenmechanikist die Tatsache,dasssich
PhotonenundandereQuantenobjekteuntergewissenUmständenwie WellenundunteranderenUmstän-
denwie Teilchenverhalten.DiesersogenannteWelle-Teilchen-Dualismuswurdebereitsin Abschnitt1.4
angesprochen.Der Versuch,ein tieferesVerständnisdieseseigenartigenQuantenverhaltenszu gewin-
nen,soll GegenstandderfolgendenAbschnittesein.

Laser Stra
]

hlteiler 1

Spi
]

egel

Spi
]

egel

Stra
]

hlteiler 2

Sch
]

irm

Weg
^

A

Weg B

Abbildung3.1:Mach-Zehnder-Interferometer

Ein charakteristischesMerkmal für Wellenverhalten ist das Auftreten von Interferenz. Betrach-
ten wir deshalb einen Versuchsaufbau,bei dem die Interferenz im Vordergrund steht: ein
Interferometer. Der folgende Versuch ist als Realexperiment durchführbar, wenn ein Interfe-
rometer zur Verfügung steht.1 Andernfalls kann der Versuch als Computersimulationdurch-
geführt werden (Das Programm Interferometer.exe kann von http://www.physik.uni-
muenchen.de/sektion/didaktik/Computer heruntergeladenwerden).

Experiment 3.1 (Realexperiment oder Computer simulation): Abb. 3.1 zeigt den Aufbau
eines Mach-Zehnder-Interferometers. Das Licht eines Lasers fällt auf einen Strahlteiler (einen

1Die Versucheim vorliegendenAbschnittwerdenamMach-Zehnder-Interferometerbesprochen,dadieseseineneinfachzu
durchschauendenAufbaubesitzt.Sollte jedochein Michelson-Interferometervorhandensein,ist dasExperimentauchdamit
durchführbar.
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Abbildung3.2:Interferenzmusterbei intensivemLaserlicht

halbdurchlässigen Spiegel) und wird von diesem in zwei Anteile aufgespalten, die entlang
verschiedener Wege laufen (Weg A und Weg B). Beide Teilstrahlen werden durch Spiegel um
90 X umgelenkt. An ihrem Schnittpunkt steht ein weiterer Strahlteiler, der die beiden Teilstrahlen
wieder „mischt“.

Schalten Sie den Laser ein (mit der Maus auf den Einschaltknopf drücken). Auf dem Schirm
erscheint ein Muster aus konzentrischen Kreisen (Abb. 3.2)

DasWesentlicheam Interferometerist, dassdasLicht in zwei Teilstrahlenaufgespaltenwird, die auf
verschiedenenWegen laufen,bis sie vom zweitenStrahlteilerwiederzusammengeführtwerden.Die
Gangunterschiede,die sichauf denverschiedenenWegenvon derQuellezumSchirmergeben,führen
zueinemInterfer enzmuster.

Experiment3.1 ist ein Interferenzexperiment;esdemonstriertalsodieWelleneigenschaftendesLichts.
Andererseitswissenwir, dassdiesnochnichtdieganzeWahrheitist. Im Photoeffekt (Kapitel1) hatLicht
auchTeilcheneigenschaftengezeigt.Diesführtezur Modellvorstellungvon Licht alseinemStromvon
Energiequanten,denPhotonen.

EswäreeinespannendeAngelegenheit,wennmandasExperimentmit einzelnenPhotonendurchführen
könnte.Was würdedannpassieren?Könnte man Welleneigenschaftenund Teilcheneigenschaftenim
gleichenExperimentbeobachten?Würdendie beidenVerhaltensweisenirgendwiekoexistieren?Oder
schließensie sich gegenseitigaus?Wir solltenversuchen,dasExperimenttatsächlichdurchzuführen,
umdieseinteressantenFragenzu beantworten.

3.2 Vom Lichtstrahl zu einzelnenPhotonen

Um Experimentemit einzelnenPhotonendurchzuführen,mussmandasLicht extrem„verdünnen“.Die
Frageist: Wie stellt man derartigesLicht her und wie weist man es nach?Die Erzeugungist nicht
schwierig:

Experiment 3.2: In einem gut abgedunkelten Raum wird vor einen Laser ein Graufilter nach
dem anderen gestellt, so lange bis das Licht nicht mehr zu erkennen ist (Abb. 3.3).

Mit jedemGraufilterwird dasLicht weiter abgeschwächt,bis die Intensitätschließlichso gering ist,
dassmannichtsmehrwahrnimmt.EinzelnePhotonensiehtmandabeiabernicht. „Schuld“ daranist
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Abbildung3.3:Abschwächenvon Laserlicht

abernichtunserAuge,sonderndasvisuelleNervensystem,dasfür die Verarbeitungvon optischenRei-
zen zuständigist. Tatsächlichkonntenachgewiesenwerden,dassdie Stäbchenin der menschlichen
Netzhautauf einzelnePhotonenreagieren.Die VerschaltungderNerven,dievon derNetzhautzumGe-
hirn führen,machtesabernotwendig,dassinnerhalbvon 100ms etwa9 Photonenin einemgewissen
Netzhautbereichregistriertwerden,damitein Signalins Gehirnweitergeleitetwird.

DasProblembestehtalsoim NachweisderPhotonen.DasbloßeAuge ist nicht dazugeeignet,einzel-
ne Photonennachzuweisen.Ein Gerät,mit demdiesgelingt, ist ein CCD-Element,wie esz. B. auch
in Videokamerasverwendetwird. Ein CCD-Elementist eineflächenhafteAnordnungvon Halbleiter-
Detektorbausteinen,die diePhotonennachweisen.EmpfindlicheCCD-Elementekönnensogareinzelne
Photonenregistrieren.Der Ort, wo die Photonenauftreffen, wird elektronischgespeichert,so dassdie
räumlicheVerteilungderPhotonensichtbargemachtwerdenkann.

Damit sinddie Grundvoraussetzungenerfüllt, um optischeExperimentemit einzelnenPhotonendisku-
tierenzu können.Da solcheExperimentealsRealexperimentenur sehrschwierigdurchzuführensind,
müssenwir zurComputersimulationübergehen.Im SimulationsprogrammkannmanzwischendemLa-
serundderQuellefür einzelnePhotoneneinfachperMausklickumschalten.

3.3 Interfer ometrie mit einzelnenPhotonen

Führenwir dasobenbetrachteteInterferenzexperimentnunalsomit einzelnenPhotonendurch

Experiment 3.3 (Computer simulation): Starten Sie das Interferometer-Simulations-
programm. Wählen Sie an der Lichtquelle „einzelne Photonen“ aus und schalten Sie die Quelle
ein. Sie werden bemerken, dass jedes Photon nur einen einzelnen Detektorbaustein auf dem
CCD-Element anspricht. Die räumliche Verteilung, die sich nach dem Nachweis von nur we-
nigen Photonen ergibt, ist in Abb. 3.4 gezeigt. Sie weist scheinbar keinerlei Regelmäßigkeit
auf.

Wenn die Zahl der registrierten Photonen langsam ansteigt, sehen Sie, wie sich aus den
Spuren der einzeln nachgewiesenen Photonen langsam ein Muster herausbildet. Es handelt
sich um das kreisförmige Interferenzmuster, das schon in Experiment 3.1 mit intensivem Licht
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Abbildung3.4:VerteilungwenigernachgewiesenerPhotonen

beobachtet wurde. Abbildung 3.5 zeigt den allmählichen Aufbau des Musters aus einzelnen
Photonen-„Einschlägen“.

DiesesExperimentist ein Beispielfür den„Dualismus“ von Welle und Teilchen für Photonen.Jedes
PhotonüberträgtseineganzeEnergie auf eineneinzigenDetektorbaustein.Ein solchesVerhalten,bei
demeineWechselwirkungganzlokalisierterfolgt, ist typischfür Teilchen.EineWelle ist dagegenüber
denganzenBereichausgedehnt.SiewürdeihreEnergiegleichmäßigverteilen.Siewürdealsoeinegan-
zeAnzahlvon Detektorbausteinenansprechen.DasInterferenzmusterwärevon Anfanganvorhanden,
wennauchin abgeschwächterForm.

AberauchdasTeilchenmodellreichtalleinenichtaus,umdasExperimentzuerklären.DasInterferenz-
muster, dassichausvielenEinzeleinschlägenvon Photonenaufbaut,ist ein charakteristischesMerkmal
einerWelle. Es ist nicht klar, wie ein Teilchenmodelldie EntstehungdiesesMusterserklärenkönnte.
Dies illustriert nocheinmaldeutlich:Eine einfacheAlternativezwischenWelle undTeilchengibt esin
derQuantenmechaniknicht (vgl. Abschnitt1.4).

Esist nicht möglich, dasphysikalischeVerhalten von Photonenin einemreinenTeilchen-
oder Wellenmodellzu beschreiben.Eine befriedigendeErklärung mussElementebeider
Modelle in sichvereinigen.

Abbildung3.5:AufbaudesInterferenzmustersausdenSpureneinzelnerPhotonen
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Abbildung3.6:Mach-Zehnder-Interferometermit Polarisationsfiltern

Man kanndenscheinbarenKonflikt zwischenWellen- und Teilchenverhaltensogarnochverschärfen.
Wir stellenuns dazueine Serievon Experimentmit einzelnenPhotonenvor. Das heisst,dassin je-
demExperimentnureineeinzelnesPhotonnachgewiesenwird. Die Experimentesollenzeitlichsoweit
auseinanderliegen,daßein gegenseitigerEinflußausgeschlossenist. In jedemdieserEinzelexperimente
findetmaneinenFleck,dervom NachweisdesPhotonsherrührt.Er befindetsichaneinervermeintlich
zufälligenStelle.Notiert manbei jedemdieserExperimentedie Koordinatender Fleckeund trägt sie
in eingemeinsamesDiagrammein,zeigtsichin denEintragungeneineüberraschendeStruktur:dasbe-
kannteInterferenzmuster. ObwohljedesderExperimentefür sichnureineneinzelnenFlecklieferte,der
sicherlichnicht alsein Wellenphänomenoderalsein abgeschwächtesInterferenzbildaufgefaßtwerden
kann,liefert die GesamtheitderunabhängigenExperimentedaswellentypischeBeugungsmuster.

3.4 Kann man einemPhotoneinenWegzuschreiben?

Die Tatsache,dassim selbenExperimentsowohl Wellen-alsauchTeilcheneigenschaftensichtbarwer-
den,ist schonrechteigentümlich.In derTatverhaltensichPhotonenabernochviel erstaunlicher. Beim
NachweisregenPhotonennureineneinzigenDetektorbausteinan.Dürfenwir sieunsinnerhalbdesIn-
terferometersähnlichgut lokalisiert(alsoteilchenhaft)vorstellen?WenndasderFall wäre,müsstejedes
einzelnePhotonentwederauf Weg A oderauf Weg B in Abb. 3.1 zumDetektorgekommensein(und
zwarnurauf einemderbeidenWege).

Um dieszu klären,benutzenwir denBegriff derdynamischenEigenschaft.Wir fragen,ob ein Photon
innerhalbdesInterferometersdie Eigenschaft„Weg“ besitzt.Das ist sicherdannder Fall, wennman
an jedemPhotoneineMarkierunganbringenkann,die eineEntscheidungzwischenWeg A und Weg
B erlaubt.Um die Photonenzu markieren,kann man die Eigenschaft„Polarisation“ benutzen(vgl.
Abschnitt2.3).Dazuzunächstein Vorversuch:

Experiment 3.4 (Computer simulation): Klicken Sie auf den Labortisch. Ein Fenster er-
scheint, in dem Sie die Konfiguration des Labors verändern können. Aktivieren Sie das Po-
larisationsfilter in jedem der beiden Interferometerwege. Mit den Hebeln an den Polarisations-
filtern können Sie mit der Maus die jeweilige Polarisationsrichtung einstellen. Stellen Sie beide
Polarisationsfilter zunächst senkrecht ein und schalten Sie die Quelle ein. Sie werden feststel-
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len, dass sich wie in Versuch 3.3 aus den „Einschlägen“ vieler einzelner Photonen nach und
nach das Interferenzmuster zusammensetzt. Das gleiche Resultat ergibt sich, wenn wir beide
Polarisationsfilter in waagerechte Stellung bringen und das Experiment wiederholen.

DasEinbringenderbeidengleicheingestelltenPolarisationsfilterhatandemErgebnisdesExperiments
nichtsverändert.DereinzigeUnterschiedzuExperiment3.3ist,dassdiePolarisationsfilterim Mittel die
HälftederPhotonenabsorbieren,sodasseslängerdauert,bissichdasInterferenzmusterzusammensetzt.

Nun könnenwir zumeigentlichinteressantenPunktkommen.Wir markierenmit denPolarisationsfil-
terndie beidenWege A undB. Dazuwird dasPolarisationsfilterin Weg B waagerechteingestellt,das
Polarisationsfilterin Weg A bleibt senkrechteingestellt.

JedesPhotonträgt nun eineMarkierung,ausder wir zurĄckschließenkönnen,welchesPolarisations-
filter espassierthat.Überlegenwir uns,waswir folgernkŤnnen,wennwir ein senkrechtpolarisiertes
Photonauf demSchirmnachweisen.Esmussoffenbarauf Weg A zumDetektorgekommensein.Weg
B scheidetaus,denndasPolarisationsfilterist dortwaagerechteingestelltundwürdekeinsenkrechtpo-
larisiertesPhotondurchlassen.DurchMessungderPolarisationsrichtungkönnenwir für jedeseinzelne
Photonentscheiden,obesPolarisationsfilterA oderB passierthat.Sowird dieEigenschaft„Weg“ durch
die Polarisationmarkiert.

Die Frageist: Hat die Tatsache,dassman von jedemPhotonsagenkann,dasses entwederWeg A
oder Weg B genommenhat, irgendwelcheAuswirkungenauf dasVersuchsergebnis?Führenwir das
Experimentdurch:

Experiment 3.5 (Computer simulation): Bringen Sie das in Weg B befindliche Polarisationsfil-
ter in waagerechte Stellung und schalten Sie die Quelle ein. Wieder regt jedes einzelne Photon
nur einen Detektorbaustein an. Aus den Spuren vieler Photonen bildet sich jedoch kein Inter-
ferenzmuster, sondern eine strukturlose Verteilung (Abb. 3.5).

Vergleichenwir die Experimente3.4 und 3.5: DaseinfacheVerstellendesPolarisationsfiltersin Weg
B von der senkrechtenin die waagerechteStellunghat ausgereicht,um dasInterferenzmusterzu ver-
hindern.Der kleine,aberwesentlicheUnterschiedliegt darin,dassmanim zweitenExperimentjedem
Photon,dasamDetektoreintrifft, die Eigenschaft„Weg“ zuschreibenkann,d. h. mankannmit Sicher-
heit sagen,dasseseinenderbeidenWegegenommenhat.

Umgekehrtkönnenwir schließen– unddasist daseigentlichErstaunlichebeidiesemExperiment:Beim
ExperimentohnePolarisationsfilterbesitzendie Photonendie Eigenschaft„Weg“ nicht. Es ist nicht
erlaubt,sich vorzustellen,dassein bestimmtesPhotongenaueinender beidenWege genommenhat.
DennprägtmandemPhotoneineWeginformationauf,erhältmankein Interferenzmuster.

Dabeimachtesnichtsaus,dassim Detektordie PolarisationderPhotonengarnicht gemessenwird. Es
ist ausreichend,dassdie Photonendie InformationüberdenWeg in sichtragen,um die Interferenzzu
verhindern.

Allgemeinlässtsichsagen:

In der Quantenmechanik ist esmöglich, dasseinem Quantenobjekt eine bestimmte Ei-
genschaft(z. B. „W egA“ oder „W egB“) nicht zugeschriebenwerdenkann.

Man kannsich diesauchauf anschaulicheArt plausibelmachen:In Experiment3.4, wo sich dasIn-
terferenzmusterzeigte,gabesStellenauf demSchirm,an denenkein einzigesPhotonnachgewiesen
wurde.In Experiment3.5 fandenwir an diesesStellendagegenPhotonen.Stellenwir unsein Photon
nun als lokalisiertesGebildevorstellen,dasauf einemder beidenWege , z. B. Weg A, entlangläuft.
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Dannmussesauf irgendeineWeise„wissen“, wie dasPolarisationsfilterin Weg B steht,dennje nach
dessenStellungmussesdie leerenStellenvermeidenodernicht. Es ist nicht leicht, sichauszumalen,
wie dasPhotondas„Wissen“überdie StellungdesPolarisationsfiltersim anderenArm erlangthaben
kann(Abb.). Die VorstellungvomPhotonalseinemlokalisiertenGebilde,dasentwederaufWeg A oder
auf Weg B zumSchirmgelangt,geräthier in Schwierigkeiten.Die Quantenmechaniksagt,dasswir sie
aufgebenmüssen.

3.5 Teilt sich dasPhoton?

Wir habenbishergesehen,dassmaneinPhotonim InterferometerwederalsTeilchennochalsWellebe-
trachtenkann.Ebensodarfmanihm dieEigenschaft„Weg“ zuschreiben.EinnaheliegenderAusweg,um
dasVerhaltenderPhotonentrotzdemmit anschaulichenBegriffen zu beschreiben,ist die Vorstellung,
dasssichein PhotonamerstenhalbdurchlässigenSpiegel irgendwie„aufspaltet“.Die getrenntenTeile
desPhotons– sokönntemansichvorstellen– würdendannaufverschiedenenWegenzumzweitenhalb-
durchlässigenSpiegel gelangenund sichdort wiedervereinigen.DieseVorstellungböteeineelegante
LösungdesProblems.Ihr einzigerNachteil ist: Sie ist falsch.Man kannexperimentelldemonstrieren,
dassbei einerMessungkeine„halben“Photonengefundenwerden.

Experiment 3.6 (Computer simulation): Stellen Sie wie in Abb. 3.7 in die beiden Wege des
Mach-Zehnder-Interferometers wird je einen Photonendetektor (Mit der Maus auf den Labor-
tisch klicken und die Photonendetektor auswählen). Schalten Sie die Lichtquelle ein und lassen
Sie sie einzelne Photonen emittieren. An den Detektoren blinkt ein Signal auf, wenn ein Pho-
ton nachgewiesen wurde. Es spricht jeweils nur einer der beiden Detektoren an, niemals beide
gleichzeitig. Mehrere „Teile“ von Photonen werden demnach nicht gefunden.

PhotonenspaltensichalsoandemhalbdurchlässigenSpiegel im Interferometernicht in „Teile“ auf.Bei
einerMessungwird ein PhotonimmernuralsGanzesin einemderWegeA oderB gefunden.

Die Ergebnissevon Experiment3.5 und3.6 scheinensichzunächstzu widersprechen:Experiment3.5
sagt,dassmaneinemPhotonkeinenWeg zuordnenkann,wohingegenExperiment3.6 zeigt,dassman
bei einerMessungimmereinganzesPhotonin einemderWegeA oderB findet.Eshandeltsichhierbei
jedochnicht um einenWiderspruch,sondernum einenzentralenZug der Quantenmechanik:Obwohl
ein Photonim InterferometerkeinederEigenschaften„Weg A“ oder„Weg B“ besitzt,wird esbei einer
Messungimmeralsganzesin einemderArmegefunden.DerBegriff derMessungstellt in derQuanten-
mechaniknicht mehreineeinfacheZurkenntnisnahmeeinerdemQuantenobjektbereitszukommenden
Eigenschaftdar. Siestellt im allgemeineneinenicht zu vernachlässigendeBeeinflussungdesSystems
dar. Bevor wir in dennachfolgendenKapitelnzueinertiefergehendenAnalysedieserProblemeüberge-
hen,soll hiereinevorläufigeFormulierungdiesesGrundprinzipsgegebenwerden:

Obwohl ein Quantenobjekt eineEigenschaft(z. B. „W egim Interfer ometer“) nicht besit-
zenmuss,wird bei einer MessungdieserEigenschaftimmer ein bestimmter Wert gefun-
den (z. B. „W egA“ oder „W egB“).
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Kapitel 4

Die statistischenAussagender
Quantentheorie

4.1 Doppelspaltexperimentmit einzelnenPhotonen

Ein Experiment,dasin dennachfolgendenKapiteln immer wiederbetrachtetwerdenwird, ist dasaus
derOptik bekannteDoppelspaltexperiment:

Experiment 4.1: Verdunkeln Sie den Raum und lassen Sie das Licht eines Lasers auf einen
Doppelspalt fallen. Sie werden ein ähnliches Muster wie in Abb. 4.1 sehen. qr s t u v w x

Abbildung4.1:Doppelspaltversuchmit Laserlicht

In derklassischenOptik wird dasbeobachteteMusterdadurcherklärt,dassvonbeidenSpaltenElemen-
tarwellenausgehenundmiteinanderinterferieren.Ähnlich wie dasInterferenzmusterin Experiment3.1
(Mach-Zehnder-Interferometer)ist dieserVersucheinBeispielfür die Interferenzvon Licht – einetypi-
scheWelleneigenschaft.

Genauwie beim Interferometer-Versuchwollen wir diesesExperimentnun mit einzelnenPhotonen
durchführen,um auchhier die charakteristischenquantenmechanischenEigenheitenkennenzulernen.
Wie sich vor allem in Kapitel 6 zeigenwird, gibt esbeim Doppelspalt-ExperimenteineganzeMenge
merkwürdigerQuantenerscheinungenzuentdecken.

DaeinrealesDoppelspalt-Experimentmit einzelnenPhotonenzwarmöglich,aberdochsehraufwendig
ist, greifenwir auchhierzurComputersimulation.1 InstallierenSiedasSimulationsprogramm„Doppel-
spalt“nunauf IhremRechner(Datei„Doppelspalt_V31.exe“ ausführen)undstartenSiees.

1SiekönnendasProgramm„Doppelspalt“von derWebseite:
http://www.physik.uni-muenchen.de/sektion/didaktik/Computer/Doppelspalt herunterladen.
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Abbildung4.2:Das„interaktiveLabor“ im SimulationsprogrammzumDoppelspalt-Experiment

DasSimulationsprogrammstelltein interaktives„Labor“ zurVerfügung.Man kanndieexperimentellen
ParametervariierenundihrenEinflussaufdasErgebnisdesExperimentsuntersuchen.

Das„Labor“ bestehtim wesentlichenausdreiKomponenten(Abb. 4.2):} einerQuelle,die verschiedeneArten von Quantenobjekten(Elektronen,Photonen,Atome) und
klassischenObjektenaussendenkann.Klickt man mit der Maus auf die Quelle,erscheintein
Menü,in demmandie Art derausgesendetenObjekteundihreEnergie einstellenkann;} derBlendemit einemDoppel-oderEinfachspalt,derenBreiteundAbstandebenfallseinstellbar
sind;} demSchirm,auf demderNachweiserfolgt.

Beim Aufruf desProgrammsist zusätzlicheineLichtquellezwischenBlendeundSchirmsichtbar. Sie
wird erstspäterbenötigtundkannim Momentunbeachtetbleiben.

NehmenSiesicheinenAugenblickZeit undprobierenSiedasProgrammaus.Siekönnendie Quellein
derSchaltflächerechtsuntenoderdurchMausklickauf denSchalterin derZuleitungeinschalten.Bei
UnklarheitenkannIhnendie Hilfefunktion weiterhelfen.
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Abbildung4.3:AllmählicherAufbaudesDoppelspalt-Interferenzmustersauseinzelnen„Einschlägen“

4.2 Das Doppelspaltexperimentmit einzelnenPhotonenund die Wahr-
scheinlichkeitsaussagender Quantentheorie

Mit dem Simulationsprogrammkönnenwir nun dasDoppelspaltexperimentmit einzelnenPhotonen
durchführen.

Experiment 4.2 (Computer simulation): Führen Sie das folgende Simulationsexperiment
durch: Wählen Sie Photonen mit einer Energie von 200 eV, eine Spaltbreite von 200 � m
und einen Spaltabstand von 700 � m. Nach Einschalten der Quelle werden Photonen auf dem
Schirm nachgewiesen. Sie hinterlassen punktförmige „Flecken“ an scheinbar zufälligen Stellen
auf dem Schirm. Sie werden feststellen, dass sich ein Muster herausbildet, je mehr Photonen
nachgewiesen werden (evtl. mit der Taste „Speed“ beschleunigen). Es handelt sich um das
aus Experiment 4. 1 bekannte Doppelspalt-Interferenzmuster (Abb. 4.3).

DieserallmählicheAufbaudesInterferenzmustersauseinzelnen„Einschlägen“ist unsschonausdem
entsprechendenVersuchamInterferometerbekannt(Experiment3.3).Dort dientederVersuchzur Ver-
deutlichungdes„Welle-Teilchen-Dualismus“.Diessoll hierabernichtweiterverfolgtwerden.Stattdes-
senwollenwir unsdaraufkonzentrieren,welcheVorhersagenmanüberdenOrt aufdemSchirmmachen
kann,andemein bestimmtesPhotonnachgewiesenwird.

Experiment 4.3 (Computer simulation): Schalten Sie nun die Quelle aus und betrachten Sie
das Muster, das die Photonen auf dem Schirm hinterlassen haben. Nehmen wir an, Sie wollten
noch ein einzelnes weiteres Photon hinzufügen. Können Sie vorhersagen, an welcher Stelle
auf dem Schirm dieses Photon nachgewiesen wird?

WennSiedenVersuchdurchführen,indemSiedie Quellefür einekurzeZeit einschalten,erscheinteine
neuerFleckauf demSchirm.EsdürfteIhnennicht gelungensein,denexaktenOrt diesesneuenFlecks
vorherzusagen.

Experiment 4.4 (Computer simulation): Die Vorhersage wird erfolgreicher, wenn man das
Experiment ein wenig modifiziert. Es sollen nun 100 weitere Photonen hinzugefügt werden.
Können Sie vorhersagen, an welchen Stellen viele Photonen landen werden und an welchen
Stellen wenige?

Führen Sie den Versuch durch. Löschen Sie dazu das Schirmbild (auf den Schirm klicken
und Reset drücken), schalten Sie die Quelle ein und warten, bis 100 Treffer gezählt wurden.
Vergleichen Sie das Ergebnis mit Ihren Vorhersagen.

26



Vermutlichwar ihre Vorhersageim letztenExperimentrechtzuverlässig.Worin liegt der Unterschied
zwischendenbeidenExperimenten?Im zweitenExperimenthabenwir die Spielregeln geändert:Wir
sind von einerAussageüberein Einzelereignis zu einerWahrscheinlichkeitsaussageübergegangen.
Tatsächlichist eseinganzallgemeinerZugderQuantenmechanik,dassim allgemeinenkeineVorhersa-
genüberEinzelereignissemöglichsind;manist gezwungen,zustatistischenAussagenüberzugehen.

4.3 Präparation und Wahrscheinlichkeitsaussagen

Die BedeutungderWahrscheinlichkeitsaussagenin derQuantenmechanikwird klarer, wennwir denin
Kapitel 2 eingeführtenBegriff derPräparationbenutzen.Wir unterteilendasDoppelspaltexperimentin
dreiPhasen(dieganzallgemeingültigsind):} Präparation: Die QuellesendetLicht (Photonen)einerganzbestimmtenFrequenzaus.Diesent-

sprichtderPräparation,bei dervom ExperimentatorgenaubestimmteAnfangsbedingungenher-
gestelltwerdenmüssen.} Wechselwirkung: Die in derQuellepräpariertenPhotonenwechselwirkenmit demDoppelspalt.
DervorherpräparierteZustandwird dadurchverändert(umpräpariert).Meist ist dieUntersuchung
dieserWechselwirkungdasZiel einesphysikalischenExperiments.} Messung:Die Messungbestehtim NachweisderPhotonenaufdemSchirmundderFeststellung,
anwelcherStelleein PhotoneinenFleckauf demSchirmhinterlassenhat.

Experimentein derklassischenPhysiklaufenebenfallsnachdiesemSchemaab. WennmaneinenBas-
ketballsowirft, dasser in denKorb fällt, bestehtdie Präparationdarin,denBall mit der richtigenGe-
schwindigkeitunterdemrichtigenWinkel abzuwerfen.Die Wechselwirkungbestehtin derAblenkung
durchdie Erdanziehungskraft.

FührtmandieselbePräparation(d.h.denselbenAbwurf) mehrereMalehintereinanderin genauderglei-
chenWeiseaus,wird derBall immeranderselbenStellelnaden,d. h. in denKorb fallen.DasErgebnis
ist reproduzierbar. Ganzallgemeingilt in derklassischenPhysik:WennmaneineReihevon Versuchen
machtund dabeidasObjekt immer auf gleicheWeisepräpariert,findet auchdie Wechselwirkungin
gleicherWeisestattunddasErgebnisderMessungist für alleVersuchein derVersuchsreiheidentisch.

In der Quantenmechanikist dasanders.Beim Doppelspaltexperimentwarenalle Photonenidentisch
präpariert.Sie besaßengleicheEnergie, wurdenvom gleichenOrt in die gleicheRichtungemittiert.
Trotzdemgelangesunsnicht,dasErgebnisderMessung(d.h.denOrtaufdemSchirm)für eineinzelnes
Photonvorherzusagen.Die Photonensind nicht an dergleichenStellegelandet;daseinzelneErgebnis
war nicht reproduzierbar. Wir konntennur eineWahrscheinlichkeitsaussagemachen:Nimmt maneine
großeAnzahlvon Photonenundunterwirft siedemgleichenPräparationsverfahren,soergibt sichnach
derWechselwirkungmit demDoppelspalteinereproduzierbareVerteilung. Die relativenHäufigkeitder
aneinemOrt nachgewiesenenPhotonen(d. h.dieZahlderdortnachgewiesenenPhotonenim Verhältnis
zur Gesamtzahlder Photonen)ist zuverlässigvorhersagbar, wie sich in Experiment4.4 herausgestellt
hat.

EineMengevonsehrvielengleichpräpariertenObjekten,die sichgegenseitignichtbeeinflussen,nennt
manein Ensemble. DieserBegriff wird sichspäterbei derstatistischenBeschreibungvon Quantenob-
jektennochalsnützlicherweisen.
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Die UnmöglichkeiteinerdetailliertenVorhersageüberEinzelereignisseist etwasganzNeuesundcha-
rakteristischQuantenmechanisches.Esstellt sichdieFrage,obmaneinemPhotonnichtdochirgendwie
„ansehen“kann,anwelcherStelleesaufdemSchirmlandenwird. Mit anderenWorten:Vielleichthaben
wir ja bei derPräparationnicht alle EigenschaftendesPhotonserfasstundesbesitztnochein weiteres
Merkmal, dasfestlegt, wo es landet?Intuitiv bezweifeltman,dassdasdem Zufall überlassenbleibt,
denneswidersprächeallenErfahrungenmit derklassischenPhysik(wie demBasketballwurfoben)

Nach der Quantenmechanikgibt es kein Merkmal und keine zusätzlichenParameter, an denensich
vorherablesenließe,wo ein bestimmtesPhotonauf demSchirmlandet.Es ist keine„vollständigere“
Präparationder Photonenmöglich.Für ein einzelnesPhotonwird der Ort desNachweisestatsächlich
vomZufall bestimmt.Diesist ein zentralerZug derQuantenmechanik:

Die Quantenmechanikmacht statistischeAussagenüber die relative Häufigkeit der Er-
gebnissebei oftmaliger Wiederholung desgleichenExperiments. Aussagenüber Einze-
lereignissesind im allgemeinennicht möglich.

BedeutetdiesesErgebnis,dassmit der Quantenmechanikdie wissenschaftlicheVorhersagbarkeit,die
einender Grundpfeilerder Physikdarstellt,zu Grabegetragenwerdenmuss?Obwohl esauf dener-
stenBlick soscheinenmag,ist diesdochnicht derFall. Die Physikbeschäftigtsichnicht mit einzelnen
Ereignissen,sondernimmernurmit reproduzierbaren(d.h.wiederholbaren)Phänomenen.Die Quanten-
mechaniklegt nunnichtdasResultateinzelnerExperimentefest(z. B. denOrt eineseinzelnenPhotons),
sondernbeschreibteineganzeSerievonExperimenten,indemsiedie relativenHäufigkeitendereinzel-
nenMessergebnissevorhersagt.DiesestatistischenAussagensind reproduzierbar: Jedesmalwenndie
gleicheSerievonExperimentendurchgeführtwird, ergibt sichdieselbeVerteilungderrelativenHäufig-
keiten.
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Kapitel 5

Elektr onenals Quantenobjekte

5.1 Elektr onenbeugung

In denvorausgegangenenKapitelnwurdedeutlich,dassdie traditionelleVorstellungvomLicht alseiner
Wellenichtausreicht,umallebeobachtetenPhänomenevollständigzubeschreiben.Eszeigtesich,dass
mansowohl dasWellen- als auchdasTeilchenmodellzur Beschreibung desLichts benötigtund dass
keinesvon beidenallein ausreicht,um seinVerhaltenvollständigzu beschreiben.

Man kannsich fragen,ob die Natur so symmetrischaufgebautist, dasssich Wellenphänomeneauch
bei Objektennachweisenlassen,denenmanüblicherweiseTeilchencharakterzuschreibt.Im atomaren
BereichwärendasAtomeundihre Bestandteilewie Elektronen,ProtonenundNeutronen.Der Gedan-
ke einerWellennatur der Materie gehtauf Louis de Broglie (1923)zurück.Er ist einetheoretische
Vermutung,derenKonsequenzensichim Experimentbewährenmüssen.

Ein Beleg für Welleneigenschaftenvon Elektronenwäreder Nachweisvon Beugungs-oder Interfe-
renzphänomenen– dentypischenAnzeicheneinesWellenphänomens.Im Fall der Röntgenstrahlung
lassensich WelleneigenschaftendurchBeugungan denNetzebenenin einemKristall aufzeigen.Ein
ganzanalogesVorgehenist auchbei Elektronenmöglich,wie derfolgendeVersuchzeigt:

Experiment 5.1 (Elektr onenbeugung): In einer Elektronenröhre (Abb 5.1 (a)) emittiert die mit
6 V geheizte Kathode einen Elektronen. Diese durchlaufen eine Beschleunigungsspannung���E���

kV. Sie werden von den nacheinander angeordneten Elektroden K � , K � und A � zu
einem Elektronenstrahl gebündelt. In der durchbohrten Anode A � durchquert der Strahl eine
dünne Folie aus polykristallinem Graphit. Auf dem Leuchtschirm erkennt man mehrere helle� �� �

Abbildung5.1: (a) Elektronenbeugungsröhre,(b) BeugungsmusteraufdemLeuchtschirm
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Abbildung5.2:AufbaudesInterferenzmustersbeimDoppelspalt-Experiment

Ringe um den zentralen Fleck in der Mitte (Abb. 5.1 (b)). Vergrößerung von
���

bewirkt eine
Verkleinerung der Radien.

Die hellenRingewerdendurchElektronenbeugungverursacht.Wie beiderBragg-Reflexion vonRönt-
genstrahlenwerdendie ElektronenamKristallgitter desGraphitsgebeugt.DiesesBeugungsphänomen
ist ein starkerHinweisdarauf,dassdie ElektronennebenihremwohlbekanntenTeilchenverhaltenauch
Wellenverhaltenzeigen.

NachunserenErfahrungenmit Photonenist zu vermuten,dassesauchbei Elektronennicht ausreicht,
die Beschreibung auf ein einfachesTeilchen-oderWellenmodellzu beschränken.es ist zu vermuten,
dassdasVerhaltenderElektronenkomplexer ist. Demsoll in denfolgendenAbschnittennachgegangen
werden.

5.2 Doppelspaltexperimentmit Elektr onenund Atomen

Im Fall derPhotonenkonntenwir InterferenzphänomeneauchamDoppelspaltnachweisen.Einanaloges
Experimentlässtsichauchmit Elektronendurchführen.Um dasPrinzipzuveranschaulichen,benutzen
wir wiederdasSimulationsprogrammzumDoppelspalt-Experiment.

Experiment 5.2 (Computer simulation): Starten Sie das Simulationsprogramm zum
Doppelspalt-Experiment. Wählen Sie Elektronen mit einer Energie von 50 keV, eine Spaltbreite
von 0,3 � m und einen Spaltabstand von 1 � m. Schalten Sie die Quelle ein. Die ersten nach-
gewiesenen Elektronen hinterlassen einzelne punktförmige Spuren an scheinbar zufälligen
Stellen auf dem Schirm. Je mehr Elektronen nachgewiesen werden, desto deutlicher setzen
sich die punktförmigen Spuren zu dem bekannten Doppelspalt-Interferenzmuster zusammen
(Abb. 5.2 (a) – (d)).

DasVerhaltenderElektronenim Doppelspalt-Experimentist völlig analogzu demvon Photonen(Ab-
schnitt4.2). JedeseinzelneElektronverhältsich beim Nachweiswie ein Teilchen.Es überträgtseine
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Abbildung5.4:AufbaudesInterferenzmustersauseinzelnnachgewiesenenHeliumatomen(experimen-
telle Originaldaten)

gesamteEnergie aufeineeinzelneStelleaufdemSchirm.Erstwennmandie VerteilungausvielenEin-
zelaufschlägenbetrachtet,zeigtsichdie charakteristischeWellenerscheinungdesInterferenzmusters.

Auch im Fall von Elektronenzeigt sich damit, dassQuante- ¡
Abbildung 5.3: Bei der Beugungvon
Helium-AtomenverwendeterDoppel-
spalt

nobjektewederreinesWellenverhaltennochreinesTeilchen-
verhaltenzeigen.Wenn essich um ein reinesWellenphäno-
men handelte,müsstedasInterferenzmustervon Anfang an
auf demSchirmvollständigerscheinen,wennauchmit sehr
schwacherIntensität.Statt dessenwird ein wohlbestimmter
Energiebetragan einebestimmteStelleauf demSchirm ab-
gegeben,wie esfür teilchenhaftesVerhaltencharakteristisch
ist. Mit teilchenhaftemVerhaltenallein ist aberwiederumdas
AuftretendesInterferenzmustersnurschwererklärbar.

Die technischenSchwierigkeitenbei derDurchführungeinesDoppelspalt-Experimentsmit Elektronen
sind so groß,dasssie langeZeit nur als Gedankenexperimentevorstellbarwaren.Die Schwierigkeit
liegt in der Herstellungvon Spalten,derenBreite nur einenhalbenMikrometer beträgt.Aus diesem
Grundgelangeserst1961(an der UniversitätTübingen),dasDoppelspaltexperimentmit Elektronen
durchzuführen.Spaltbreite,Spaltabstandund Elektronenenergie entsprachendabeidenin Experiment
5.2eingestelltenWerten.

InzwischenkonntenBeugungsexperimenteauchmit Neutronen,mit ganzenAtomenundsogarmit Mo-
lekülenverwirklicht werden.An derUniversitätKonstanzwurde1991ein Doppelspaltexperimentrea-
lisiert, bei demHelium-Atomeals Ganzeszur Interferenzgebrachtwurden.Dies gelang,indemman
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sich Technikenausder Halbleiterherstellungzunutzemachte,um auseiner dünnenGoldfolie einen
Doppelspaltmit zwei1 � m breitenSpaltenim Abstandvon8 � m herzustellen(Abb. 5.3).In demExpe-
rimentwurdendieHeliumatomevor demDoppelspaltdurchElektronenstoin einenangeregtenZustand
gebracht.DahintertrafensieaufeineGoldfolie,diealsDetektorschirmdiente.Siegabendort ihreAnre-
gungsenergieabundwurdenelektronischregistriert.Abb. 5.4zeigt,wie sichnachundnachdasInterfe-
renzmusterausden„Flecken“einzelnnachgewiesenerHeliumatomeaufbaut.DasExperimenterstreckte
sichübereinenZeitraumvon 42 Stunden,sodasstrotz dergroßenZahl der insgesamtnachgewiesenen
AtomejedesAtom einzelnregistriertwerdenkonnte.

Experiment 5.3 (Computer simulation): Führen Sie eine Computersimulation des
Doppelspalt-Experiments mit Helium-Atomen durch. Stellen Sie im Simulationsprogramm die
oben angegebenen experimentellen Parameter und eine Energie von 100 meV ein. Verglei-
chen sie Ihr Ergebnis mit den Originaldaten aus Abb. 5.4.

5.3 Die Wellenlängevon Elektr onen

Eine grundlegendeGrößezur CharakterisierungeinerWelle ist die Wellenlänge.1 Wir gehendeshalb
nunderFragenach,welcheWellenlängemanElektronenzuschreibenkann.LouisdeBroglie,aufdendie
IdeevomWellenverhaltenderElektronenzurückgeht,konnteaucheinenAusdruckfür ihreWellenlänge
angeben.Man erhält ihn durch eine Analogiebetrachtungmit dem Fall von Photonen.Dort gilt die
Relation(1.5)zwischenderFrequenzunddemImpulseinesPhotons:¢ �E£#¤ ¥¦3§ (5.1)

Setztmanin dieseGleichung̈ ¤ ¥ � ¦ ein,ergibt sich¢ � £ ¨ § (5.2)

In derAnalogiezwischenPhotonenundElektronenstelltedeBroglie die Hypotheseauf,dassdiesefür
PhotonenabgeleiteteBeziehungauchfür Elektronengilt.

De-Broglie-BeziehungzwischenWellenlängeund Impuls:©�ª3«¬ bzw.
¬ ª­«© (5.3)

DieseHypothesemussnunexperimentellgetestetwerden.Dieskannmit derschonin Experiment5.1
benutztenElektronenbeugungsröhre geschehen.Zunächststellenwir eine theoretischeErwartungfür
die Wellenlängeder in Experiment5.1verwendetenElektronenauf.Die Elektronendurchlaufenin der
ElektronenstrahlröhreeineBeschleunigungsspannung

���
. Siewerdendabeiauf die kinetischeEnergie®�¯ ° ±0��² ���

präpariert.Alle Elektronen,dievon derGraphitfoliegebeugtwerden,besitzendiesenWert
derkinetischenEnergie.

1Die quantitativeErfassungderde-Broglie-Wellenlängein diesemAbschnittunterbrichtdiereinqualitativenÜberlegungen
in diesemTeil desKurses.Die de-Broglie-Beziehungwird zur Ableitung der Unbestimmtheitsrelationin Kapitel 7 benötigt
undkannwahlweiseauchandieserStellediskutiertwerden.
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Abbildung5.6:Geometriebei derElektronenbeugung)

Mit
®�¯ ° ±0� ¢ � ³�´ µ ¶�· bringenwir die de-Broglie-Beziehungin die Form¨ � £¸ µ ¶ ®�¯ ° ± � £¸ µ ¶ ² ��� § (5.4)

Mit
���¹���

kV erhaltenwir für die de-Broglie-WellenlängedenWert ¨ �1º » ¼ ¤ º ½9¾ � � m.

Wertenwir nundasExperiment5.1quantitativ aus.Manmuss ¿À Á
Abbildung 5.5: Netzebenenim Gra-
phitkristall

dazuwissen,dassderGraphitkristallzweiNetzebenenmit den
AbständenÂ �/½*» µ º Ã nm und Â �I½*» º µ Ã nm besitzt(Abb.
5.5). In Analogiezur Bragg-Reflexion von Röntgenstrahlung
lautet die Bragg-Bedingungfür die beidenhellen Ringeder
OrdnungÄ �1º für beideNetzebenen:¨ � µ Â�Å Æ Ç%È § (5.5)

Für denhier vorliegendenFall kleiner Winkel gilt µ Å Æ Ç�È�ÉÅ Æ Ç µ È@É�Ê Ë Ç µ È . Aus der Geometrieder Anordnung(Abb.
5.6)kannmanablesen: Ê Ë Ç µ È �ÍÌ ³ Î » (5.6)

wobei
Ì

derRadiusderBeugungsringeund Î derAbstanddesKristallsvomSchirmist (im vorliegenden
Experimentist Î ��½*» º Ã � m. Gleichung(5.5)wird alsozu¨ �EÂ ¤ ÌÎ (5.7)

Man misstdie Radien
Ì � ��½*» ½*º º m und

Ì � ��½*» ½*º Ï m. Für denerstenRing mit demNetzebenenab-
standÂ*� ��½*» µ º Ã nmergibt sichalso¨ � ½*» µ º Ã ¤ º ½ ¾*Ð m ¤ º » º ¤ º ½ ¾ � m½*» º Ã �

m
�1º » ¼ ¤ º ½ ¾ � � m § (5.8)

FürdenzweitenRing mit Â9� ��½*» º µ Ã nm findetman¨ � ½*» º µ Ã ¤ º ½9¾*Ð m ¤ º » Ï ¤ º ½9¾ � m½*» º Ã �
m

�1º » ¼ ¤ º ½ ¾ � � m § (5.9)

In beidenFällenstimmtdasexperimentellerschlosseneErgebnisfür ¨ mit dertheoretischenErwartung
nachdeBrogliesHypotheseüberein.
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P(x) = P (x) + P (x)1 2

(d)

(b)

(c)

(a)

Abbildung5.7:Doppelspaltversuchmit Farbtröpfchen(klassischenTeilchen)

5.4 Doppelspaltexperimentmit klassischenTeilchenund mit Elektr onen

Wir haben in den vorangegangenenAbschnitten gesehen,wie sich Elektronen im Doppelspalt-
Experimentverhalten.HättemanähnlicheErgebnisseauchmit klassischenTeilchenerhalten?Ergibt
sichmit Fußbällen,die mandurchzwei Löcherin einerMauerschießt,einevergleichbareVerteilung?
Um ElektronenundklassischeTeilchennocheinmaldeutlichgegeneinanderzu stellen,führenwir den
Doppelspalt-Versuchmit Farbspraydurch.EsbestehtauskleinenTröpfchen,undwir dürfenerwarten,
dassdiesesichnachdemklassischenTeilchenmodellverhalten.

Experiment 5.4 (Experiment oder Simulation): Schneiden Sie mit einer scharfen Klinge zwei
Spalte in ein Blatt Papier oder Pappe. Sprühen Sie mit einer Farbsprühdose kleine Farbtröpf-
chen durch diesen „Doppelspalt“ auf einen dahinterliegenden Papierschirm. Wenn die beiden
Spalte nicht zu weit auseinander liegen, werden Sie ein Muster wie in Abb. 5.7 (a) erhalten.
Die Intensität der Farbe auf dem Papier ist hinter den Spalten am größten und nimmt nach
außen hin kontinuierlich und ohne auffällige Strukturen ab. Wir beschreiben die Verteilung der
Farbintensität durch eine Funktion Ñ ´ Ò�· .
DerVersuchzeigt,dasssichklassischeFarbteilchenandersverhaltenalsElektronen.DasvondenElek-
tronenerzeugteMuster(Abb. 5.2) zeigteauffällige StrukturenaushellenunddunklenLinien, die nicht
alsgeometrischer„Schatten“desDoppelspaltsgedeutetwerdenkonnten.

Esgibt aberaufeinerfundamentalerenEbeneeinenweiterenUnterschiedzwischendenvonklassischen
Teilchenund von ElektronenerzeugtenDoppelspalt-Mustern.Er wird in der folgendenVersuchsserie
sichtbar:

Experiment 5.5 (Experiment oder Computer simulation): In Experiment 5.4 wird Spalt 2
abgedeckt (Abb. 5.7 (b)), so dass nur Farbtröpfchen von Spalt 1 auf das Papier gelangen. Es
ergibt sich die Farbintensitätsverteilung Ñ�� ´ Ò�· . Danach wird der andere Spalt abgedeckt, so
dass nur Farbe von Spalt 2 auf das Papier gelangt. Man erhält so die Verteilung Ñ�� ´ Ò�· (Abb.
5.7 (c)).

34



1

2
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(d)
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Elektronen Elektronen

Elektronen

Abbildung5.8:Doppelspaltversuchmit Elektronen

Für die in denbeidenExperimentengewonnenenFarbintensitätsverteilungen Ñ ´ Ò�· , Ñ�� ´ Ò�· und Ñ�� ´ Ò�·
gilt: Ñ ´ Ò�· � Ñ�� ´ Ò�·�Ó Ñ�� ´ Ò�· (5.10)

Für klassischeTeilchenist die beim DoppelspaltgewonneneVerteilunggleich der Summeder beiden
Einzelspaltverteilungen(Abb. 5.7 (d)).

Ganzandersverläuft ein entsprechendesExperimentmit Elektronen.Zunächsterinnernwir unsnoch
einmalan dasDoppelspaltexperimentmit zwei geöffnetenSpalten,bei demsich auf demSchirmdas
charakteristischeInterferenzmusterergab (Abb. 5.8 (a)). Die Intensitätsverteilungder Elektronenbe-
zeichnenwir wiedermit Ñ ´ Ò�· . Nun wird jeweilseinerderSpalteabgedeckt:

Experiment 5.6 (Computer simulation): Klicken Sie im Simulationsprogramm zum Doppel-
spaltversuch auf den Schirm und schließen Sie Spalt 2. Nun können die Elektronen nur noch
durch Spalt 1. Wenn Sie die Quelle einschalten und warten, bis sich das Schirmbild aufgebaut
hat, erhalten Sie eine Elektronenverteilung Ñ�� ´ Ò�· , deren Maximum hinter Spalt 1 liegt (Abb. 5.8
(b)).

Nun öffnen Sie Spalt 2 wieder und schließen Spalt 1. Alle Elektronen müssen jetzt durch Spalt
2. Nach Einschalten der Quelle ergibt sich die Verteilung Ñ�� ´ Ò�· , deren Maximum hinter Spalt 2
liegt (Abb. 5.8 (c)).

Legt mandie beidenVerteilungsmusterübereinander(Abb. 5.8(d)), ergibt sicheineandere Verteilung,
alsbei zweigleichzeitiggeöffnetenSpalten.2 FürElektronengiltÑ ´ Ò�·ÕÔ� Ñ�� ´ Ò�·-Ó Ñ�� ´ Ò�· § (5.11)

Im Gegensatzzu klassischenTeilchenstellt esfür ElektroneneinenUnterschieddar, ob beideSpalte
gleichzeitigoffen sindoderob einernachdemanderengeöffnetwird.

2DasÜbereinanderlegenderbeidenVerteilungenkönnenSieim Simulationsprogrammdadurcherreichen,dasssieaufden
Schirmklicken und in demFenster, dasdaraufhinerscheint,auf denmit „A“ beschriftetenKnopf drücken.Damit wird das
automatischeLöschendesSchirmsnachjederÄnderungderKonfigurationverhindert.
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EineBesonderheitfällt beimVergleichvon Abb. 5.8(a) und(c) auf.Bei zweigeöffnetenSpalten(Abb.
5.8 (a)) gibt esmehrereIntensitätsminima,andenenfastkeineElektronennachgewisesenwurden.An
diesenStellenist die Elektronenintensitätgrößer, wennnur ein Spaltgeöffnet ist. Dasheisst,dassdort
mehrElektronennachgewiesenwerden,obwohlmandie „Zugangsmöglichkeiten“ (dieZahlderSpalte)
verringerthat.

Man kanndenUnterschiedzwischendenIntensitätsverteilungenvon ElektronenundklassischenTeil-
chen,dersichin denGleichungen(5.10)und(5.11)manifestiert,auchquantitativ erklären.In dennäch-
stenAbschnittenwerdenwir die dazunötigenBegriffe erarbeiten.

5.5 Wahrscheinlichkeitsinterpretation und Wellenfunktion

Auf denerstenBlick magdasVerhaltenvon Elektronen,PhotonenundanderenQuantenobjektenrecht
regelloserscheinen.Rufenwir unsnocheinmaldasDoppelspaltexperimentmit ElektroneninsGedächt-
nis:NachEinschaltenderQuellewurdeneinzelneElektronenals„Flecke“ auf demSchirmnachgewie-
sen.Niemandkonntevorhersagen,wo dasnächsteElektronlandenwird.

Ein andererverwirrenderPunktist, dasssichQuantenobjekteeinmalwie Wellen,ein anderesMal wie
Teilchenzu verhaltenscheinen.Auch hier ist die Vorhersagenicht einfach,wannsiewelchesVerhalten
zeigen.

Un docherlaubtdie Quantenmechanik,die Ergebnissealler anQuantenobjektendurchgeführtenExpe-
rimentekorrekt vorherzusagen.Dabeiwird der “naive“ Welle-Teilchen-Dualismus– die unreflektierte
NebeneinanderbenutzungbeiderModelle– überwunden.DenSchlüsseldazuliefert eineErkenntnis,die
wir schonin Abschnitt4.2 im Zusammenhangmit Photonengewonnenhaben:die Tatsache,dassdie
QuantenmechaniküberEinzelereignissenurWahrscheinlichkeitsaussagenmacht.

Ein solchesEinzelereignisstelltauchdieRegistrierungeinesElektronsaufdemSchirmim Doppelspalt-
experimentdar. Eslässtsichnicht im voraussagen,anwelchemOrt dasnächsteElektronnachgewiesen
werdenwird. Man kannaberdie Wahrscheinlichkeitdafür angeben.Im Fall der Photonenhattenwir
gesehen,dasswir zwar nicht erratenkonnten,wo dasnächstePhotonnachgewiesenwird. Wenn100
Photonenhinzugefügtwerdensollten,konntenwir abermit hoherZuverlässigkeitangeben,anwelchen
Stellenvieleundanwelchenwenigelanden.Wir sindvoneinerAussageübereinEinzelereigniszueiner
Wahrscheinlichkeitsaussageübergegangen.

Die IntensitätsverteilungderElektronenwurdein denVersuchenausdemletztenAbschnittdurcheine
Verteilungsfunktion Ñ ´ Ò�· charakterisiert,die angab,wie hochdie IntensitätaneinerbestimmtenStelleÒ war. DieseVerteilungsfunktionÑ ´ Ò�· interpretiertmanquantenmechanischalseineWahrscheinlich-
keitsdichte. Ñ ´ Ò�· ¤ Ö#× gibt die Wahrscheinlichkeitan,ein Elektronim RaumbereichÖ#× um denOrtÒ herumzu finden. Ñ ´ Ò�· hat an Stellenmit hoherNachweiswahrscheinlichkeit einengroßenWert, an
Stellenmit niedrigerWahrscheinlichkeiteinenkleinenWert. An Stellen,wo manniemalsein Elektron
findet,ist Ñ ´ Ò�· Null.

Für Quantenobjekte kann man eine Wahrscheinlichkeitsdichte ØFÙ Ú�Û angeben,die be-
stimmt, mit welcher Wahrscheinlichkeit dasQuantenobjekt bei einer Messungam Ort Ú
gefundenwird.

Eine derartigeWahrscheinlichkeitsaussagelässtsich natürlichnur überprüfen,indemmaneinegroße
ZahlvonExperimentenanidentischpräparierteneinzelnenElektronenmacht.Genaudieswird im Dop-
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pelspaltexperimentgetan:Sehrviele voneinanderunabhängigeElektronendurchlaufendie gleicheVer-
suchsapparaturundwerdennachgewiesen.EinesolcheMengevonsehrvielenidentischpräpariertenund
einandernichtbeeinflussendenElektronenwurdein Abschnitt4.2alseinEnsemblebezeichnet.DerBe-
griff desEnsemblesspielteinezentraleRolle,wennesdarumgeht,dasVerhaltenvon Quantenobjekten
mathematisch– alsoquantitativ – zu charakterisieren.

Im Experimententsprichtder WahrscheinlichkeitÑ ´ Ò�· ¤ Ö#× die relative Häufigkeit,mit der manein
Elektronum denOrt Ò herumfindet.An denStellen,wo die Wahrscheinlichkeithochist, werdenviele
Elektronenregistriert.EntsprechendwerdenanStellenmit niedrigerWahrscheinlichkeitwenigerElek-
tronengefunden.

Mit derWahrscheinlichkeitsdichte Ñ ´ Ò�· lassensichElektronenundandereQuantenobjektemathema-
tischbeschreiben.Wenn Ñ ´ Ò�· bekanntist, kannmanz.B. dieVerteilungderElektronenaufdemSchirm
vorhersagen.DasZiel quantenmechanischerBerechnungenist es,dieWahrscheinlichkeitsfunktion Ñ ´ Ò�·
in derjeweils interessierendenphysikalischenSituationzuermitteln.

Eshatsichalsvorteilhaftherausgestellt,nicht mit Ñ ´ Ò�· selbstzu arbeiten,sondernmit einerFunktionÜ ´ Ò�· , die manWellenfunktion nennt.Man erhält Ñ ´ Ò�· aus
Ü ´ Ò�· durchQuadrieren:Ñ ´ Ò�· �>Ý Ü ´ Ò�· Ý � .

Die Wellenfunktionist einemEnsemblevon identisch präpariertenQuantenobjektenzugeordnet.Der
zentralePunkt,dereserlaubt,denWelle-Teilchen-Dualismusin derQuantenmechanikzu überwinden,
ist nun,dassdieWellenfunktion

Ü ´ Ò�· sichnachdenGesetzender klassischenWellenlehre entwickelt.
Dasbedeutet,dasssich

Ü ´ Ò�· ähnlichwie eineklassischeWasser-, Schall-oderelektromagnetischeWelle
ausbreitet,wobeialle typischenWellenphänomenewie InterferenzoderBeugungauftreten.

Die Interpretationvon Ñ ´ Ò�· �/Ý Ü ´ Ò�· Ý � alsWahrscheinlichkeitsdichteist einesderzentralenElemente
derQuantenmechanik.Siewurdevon Max Bornbegründetundist nachihm benannt:

BornscheWahrscheinlichkeitsinterpretation: Quantenobjektewerden durch eine Wellen-
funktion Þ�Ù Ú�Û beschrieben.Siebreitet sichnachWellengesetzenaus.Die Wellenfunktion
bestimmt die Wahrscheinlichkeit, ein Quantenobjekt am Ort Ú nachzuweisen:ØFÙ Ú�Û�ß*à¹á ªãâ Þ�Ù Ú�Û â ä ß*à¹áÕå (5.12)

Machenwir unsnunanhanddesDoppelspaltexperimentsklar, welcheKonsequenzendiewellenmäßige
Ausbreitungvon

Ü ´ Ò�· zusammenmit derWahrscheinlichkeitsinterpretationvon
Ý Ü ´ Ò�· Ý � hat.In diesem

Versuchzeigtesichbesondersdeutlich,waswir als „Dualismus“von Wellen- undTeilchenmodellbe-
zeichnethatten.Die ElektronenwurdenaufdemSchirmals„Flecke“ detektiert,zeigtenalsobeimNach-
weis teilchenhaftesVerhalten.AndererseitsbildetesichausvielendieserFleckedasInterferenzmuster
heraus,dastypischfür Wellenverhaltenist.

Im Licht der BornschenWahrscheinlichkeitsinterpretation haftet diesemErgebnisnichts Geheimnis-
vollesmehran.Die ElektronenwerdendurcheineWellenfunktion

Ü ´ Ò�· beschrieben,die sichnachden
klassischenWellengesetzenausbreitet.In AnalogiezurWellenoptikbildetsicheineBeugungsfigur.Abb.
5.9zeigtihrenVerlaufalsgraueSchattierung.

Dagegen gibt
Ý Ü ´ Ò�· Ý � ¤�Ö#× die Wahrscheinlichkeitan, ein Elektron an einembestimmtenOrt, also

teilchenhalftnachzuweisen.Beim Nachweisverhältsich ein Elektronteilchenhaft,d. h. eshinterlässt
einengenaulokalisiertenFleckauf demSchirm(schwarzePunktein Abb. 5.9).
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Abbildung 5.9: Wahrscheinlichkeitsverteilung (graueSchattierung)und nachgewiseseneElektronen
(schwarzePunkte).Jedunklerdie Schattierung,um sogrößerist

Ý Ü ´ Ò�· Ý � .
Damit erklärt die BornscheWahrscheinlichkeitsinterpretation mit ihrer Verbindungvon wellenhafter
AusbreitungundteilchenhaftemNachweisdasErgebnisdesDoppelspaltexperiments:DenAufbaudes
InterferenzmustersauseinzelnenFlecken.DernaiveWelle-Teilchen-Dualismusist damitüberwunden.

Der naive Welle-Teilchen-Dualismuswird durch die BornscheWahrscheinlichkeitsinter-
pretation aufgelöst.DaswellenhafteVerhalten der Wellenfunktion und dasteilchenhafte
Verhalten beim Nachweisder Quantenobjekteerfassendie beidenscheinbargegensätzli-
chenZüge in einemeinheitlichenBild.

5.6 Wellenfunktion und Wahrscheinlichkeitsverteilung beim
Doppelspalt-Experiment

Machenwir unsnunanhanddesDoppelspaltexperimentsklar, welcheKonsequenzendiewellenmäßige
Ausbreitungvon

Ü ´ Ò�· zusammenmit derWahrscheinlichkeitsinterpretationvon
Ý Ü ´ Ò�· Ý � hat.Betrachten

wir nocheinmaldasExperiment5.6,bei demnurSpalt1 geöffnet ist (Abb. 5.8 (b)). Manordnetdiesen
AtomeneineWellenfunktion

Ü � ´ Ò�· zu, die sich wie eineWasserwellehalbkreisförmighinter Spalt1
ausbreitet(Abb. 5.10 (a)). Die Wahrscheinlichkeit,ein Elektron auf dem Schirm an der Stelle Ò zu
finden,ist durch Ñ�� ´ Ò�· �>Ý Ü � ´ Ò�· Ý � gegeben.Sieist hinterSpalt1 amgrößten.

DasEnsemblevon Elektronen,aufdassichdie Wellenfunktion
Ü � ´ Ò�· bezieht,bestehtauseinerMenge

von einzelnenElektronen,die alle demgleichenPräparationsverfahrenunterzogenwurden,indemsie
Spalt1 durchquerthaben.JedesdieserElektronwird aneinemanderenOrt aufdemSchirmnachgewie-
sen,wobeieseinenteilchenhaftenFleckhinterlässt.Die Verteilung,die sichauf demSchirmnachdem
NachweisvonsehrvielenElektronenergibt, ist ein Abbild derWahrscheinlichkeitsfunktion Ñ�� ´ Ò�· .
Wie in Experiment5.6 kannmannunSpalt1 verschließenund dafürSpalt2 öffnen.Die Wellenfunk-
tion

Ü � ´ Ò�· ist danneine Welle, die von Spalt 2 ausgeht.Die Wahrscheinlichkeitsfunktion ist durch
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Abbildung5.10:WellenfunktionbeimDoppelspalt-ExperimentÑ�� ´ Ò�· ��Ý Ü � ´ Ò�· Ý � gegeben.Nimmt mandie beidenVerteilungender getrenntdurchgeführtenExperi-
mentezusammen,erhältmandie GesamtverteilungÑ ´ Ò�· � Ñ�� ´ Ò�·-Ó Ñ�� ´ Ò�· » (5.13)

wie in Gleichung(5.10).

AnderssiehtdieSituationaus,wennim DoppelspaltexperimentbeideSpaltegeöffnetsind.Jetztgehtvon
beidenSpalteneineWelle aus:von Spalt1 die Wellenfunktion

Ü � ´ Ò�· , von Spalt2 die WellenfunktionÜ � ´ Ò�· (Abb. 5.10(b)). NachderklassischenWellentheorieüberlagernsichdie beidenWellen,wie man
esz. B. auf derOberflächeeinesSeesbeobachtenkann,wennmanzwei Steinenicht allzuweitentfernt
voneinanderinsWasserwirft. Mathematischwird diesdurchdieAddition beiderWellenfunktionenzum
Ausdruckgebracht: Ü ´ Ò�· � Ü � ´ Ò�·-Ó Ü � ´ Ò�· § (5.14)

Mansagt,dassdie Elektronen,die durcheinesolcheWellenfunktionbeschriebenwerden,sichin einem
Überlagerungszustandaus

Ü � ´ Ò�· und
Ü � ´ Ò�· befinden.

Nun kommt derentscheidendePunkt:Die Wahrscheinlichkeitsfunktion Ñ ´ Ò�· erhältmanausderWel-
lenfunktion(5.14)durchQuadrieren:Ñ ´ Ò�· �IÝ Ü ´ Ò�· Ý � . Setztmandie Wellenfunktion(5.14)ein, ergibt
sichderfolgendeAusdruck3:Ñ ´ Ò�· �èÝ Ü � ´ Ò�·-Ó Ü � ´ Ò�· Ý ��èÝ Ü � ´ Ò�· Ý � Ó Ý Ü � ´ Ò�· Ý � Ó�µ Ü � ´ Ò�· Ü � ´ Ò�· § (5.15)

In der Wahrscheinlichkeitsfunktion Ñ ´ Ò�· tritt zu den beiden Einzelspalt-VerteilungsfunktionenÝ Ü � ´ Ò�· Ý � � Ñ�� ´ Ò�· und
Ý Ü � ´ Ò�· Ý � � Ñ�� ´ Ò�· nochein zusätzlicher Term hinzu,denman Interferenzterm

3Hier wird angenommen,dassdie Wellenfunktionreell ist. Hat mankomplexe Zahleneingeführt,lautetder Ausdruck:é�ê ë ì*í�î ï�ð ê ë ì î ñ�ò�î ï ñ ê ë ì î ñ�ò�ï�ð ê ë ì ï�óñ ê ë ì ò�ï�óð ê ë ì ï ñ ê ë ì .
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nennt.Er ergibt sichbeim Ausmultiplizieren,weil die WellenfunktionauseinerSummezweierTerme
besteht.Er ist deshalbcharakteristischfür einenÜberlagerungszustandwie (5.14).

Man kanndie letzteGleichungauchfolgendermaßenschreibenÑ ´ Ò�· � Ñ�� ´ Ò�·-Ó Ñ�� ´ Ò�·-Óôµ Ü � ´ Ò�· Ü � § (5.16)

Man kannsoerklären, warummanbeimDoppelspaltexperimentmit zweigeöffnetenSpalteneineVer-
teilungderElektronenfindet,für die gilt (vgl. refeq62):Ñ ´ Ò�·ÕÔ� Ñ�� ´ Ò�·-Ó Ñ�� ´ Ò�· » (5.17)

für die manalsonicht einfachdie beidenEinzelspaltverteilungen Ñ�� ´ Ò�· und Ñ�� ´ Ò�· addierenkann.Der
Vergleich mit (5.16)machtesdeutlich:Der Interferenzterm,der sichbeim Ausmultiplizierenergeben
hat,ist dafürverantwortlich,dassin (5.17)keinGleichheitszeichensteht.

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion(5.15)beschreibtdasbeimDoppelspaltexperimentbeobachteteInter-
ferenzmuster(Abb. 5.3 und 6.4 (b)). Da wir die explizite mathematischeForm derWellenfunktionan
dieserStellenochnichtkennen,könnenwir zwarnochnichtbestätigen,dassdiegenaueFormderVertei-
lung tatsächlichkorrektwiedergegebenwird. Wir könnenaberanderStrukturderGleichungundihrer
Interpretationablesen,dassdasProblemdesnaivenWelle-Teilchen-Dualismus,dassdasVerständnisder
Quantenphänomenesoerschwert,überwundenist.

Um diesnocheinmalzu verdeutlichen,vollziehenwir nocheinmalim Detail denAblauf desDoppel-
spaltexperimentsnach:DasEnsemblevon sehrvielen Elektronen,die die Versuchsanordnungeinzeln
durchlaufen,wird durchdieWellenfunktion

Ü ´ Ò�· � Ü � ´ Ò�·*Ó Ü � ´ Ò�· beschrieben.DurchQuadrierender
Wellenfunktionerhältmandie Wahrscheinlichkeitsfunktion Ñ ´ Ò�· , die die für einenÜberlagerungszu-
standcharakteristischenInterferenztermeenthält.Die Wahrscheinlichkeitsfunktion wiederumbestimmt
die Wahrscheinlichkeitfür jedeseinzelneElektron,aneinerbestimmtenStelleauf demSchirmgefun-
denzu werden.Dabeiwird esals Teilchennachgewiesen.Sehrviele Elektronen,die auf demSchirm
nachgewiesenwerden,hinterlassendort eine Verteilungauf dem Schirm,die die Wellenstrukturder
Wahrscheinlichkeitsfunktion Ñ ´ Ò�· widerspiegelt.
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Kapitel 6

Eigenschaftenvon Elektr onenund der
quantenmechanischeMessprozess

6.1 Die Eigenschaft„Ort“ im Doppelspaltexperiment

In Abschnitt3.4wurdegezeigt,dassmaneinemPhotonim Interferometerdie Eigenschaft„Weg“ nicht
zuschreibenkann.Versuchtemanfestzulegen,aufwelchemderbeidenWegedasPhotongegangenwar,
zeigtensichkeineInterferenzstreifenmehr. Ein analogesExperimentkannmanfür ElektronenamDop-
pelspaltdurchführen.Dabeiwird dieEigenschaft„Ort in derSpaltebene“untersucht,d. h. die Frage,ob
maneinemein ElektroneinenderbeidenSpaltezuordnenkann,durchdenesgegangenist.

FürklassischeTeilchen,z.B. für Farbtröpfchen,würdemandasDoppelspaltexperimentfolgendermaßen
beschreiben:Etwadie Hälfte der FarbtröpfchengehtdurchSpalt1, die restlichendurchSpalt2. Auf-
grundder mangelndenexperimentellenAuflösunglässtsich allerdingsnicht angeben,durchwelchen
derbeidenSpalteein bestimmtesFarbtröpfchengegangenist. DasFarbtröpfchenist alsodurchgenau
einenderbeidenSpaltegegangen,wir wissennurnicht,durchwelchen.

DieseDarstellungtrif ft zwar für klassischeTeilchenzu. Nachder Quantenmechanikist sie für Elek-
tronenaberfalsch. Man kanneinemElektronkeinenSpaltzuordnen,durchdenes „in Wirklichkeit“
gegangenist. DasVerhaltenvon Quantenobjektenweicht so radikal von dengewohntenklassischen
Vorstellungenab,dassselbstein scheinbarso harmlosesBild wie dasobigemit ihr in Konflikt gerät.
Daskannmanmit derfolgendenÜberlegungeinsehen:

Nehmenwir an, in Wirklichkeit sei jedesder Elektronensei durcheinenbestimmtenSpaltgegangen,
denwir abernicht kennen.WenndieseAnnahmestimmt,müsstedasauf demSchirmnachgewiesene
Musterunverändertbleiben,wennmandie Elektronen„umsortiert“.Dazulässtmanzuerstallediejeni-
genElektronendenDoppelspaltpassieren,die durchSpalt1 gehenund erstdanachdie durchSpalt2
gehenden.

DasExperiment,mit demdieses„Umsortieren“erreichtwird, habenwir alsExperiment5.6schondurch-
geführt.DasErgebnisist in Abb. 6.1nocheinmaldargestellt.ZuerstdecktmanSpalt2 ab,damitalledort
ankommendenElektronenabsorbiertwerdenundnur die bei Spalt1 eintreffendendurchgelassenwer-
den.Auf demSchirmergibt sichdie in in (Abb. 6.1 (a)) gezeigteVerteilung,die mit Ñ�� ´ Ò�· bezeichnet
wird.
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Abbildung6.1:Ortseigenschaftim Doppelspaltexperiment

Nun wird Spalt1 abgedeckt,damit umgekehrtnur Elektronendurchgelassenwerden,die durchSpalt
2 gegangensind.DieseElektronenführenauf demSchirmzur Verteilung Ñ�� ´ Ò�· (Abb. 6.1 (b)). Beide
Verteilungenzusammenergeben Ñ ´ Ò�· � Ñ�� ´ Ò�·-Ó Ñ�� ´ Ò�· § (6.1)

Die Verteilung Ñ ´ Ò�· ist in Abb. 6.1 (c) gezeigt.Sie entsprichtgeradenicht der beim ursprünglichen
Doppelspalt-VersuchgefundenenVerteilung,die zumVergleichnocheinmalin Abb. 6.1 (d) dargestellt
ist.

WasbedeutetdiesesVersuchsergebnis?Zu Ñ ´ Ò�· tragenalle Elektronenbei, die durchSpalt1 gehen
undalle, die durchSpalt2 gehen.AndereMöglichkeitenscheintesnicht zu geben.Und dochzeigtder
VergleichvonAbb. 6.1(c) und(d),dassdieAnnahme,dassjedesElektrondurcheinenganzbestimmten
Spaltgeht,dascharakteristischeDoppelspalt-Interferenzmusternichterklärenkann.

UnsereAusgangsannahmebei diesemExperimentwar, dassjedesElektrondurcheinenbestimmten,
aberunbekanntenSpaltgegangensei.In AnbetrachtdiesesVersuchsergebnissesscheintsienicht mehr
haltbarzusein.Im Doppelspalt-Experimentistesnichtmöglich,dieElektronenin solcheeinzuteilen,die
durchSpalt1 gehenundin solche,die durchSpalt2 gehen.Die klassischeVorstellungvon Elektronen
als lokalisiertenGebildenstößthieranihre Grenzen.Dieswird nocherstaunlicher, wennmanbedenkt,
dassim analogenExperimentmit Atomen(Abschnitt5.2)derSpaltabstandetwa150000malgrößerist
alsder„typischeAtomdurchmesser“.

Da die ZuordnungderElektronenzu einembestimmtenSpaltnicht möglich ist, kannmanauchnicht
sagen,dassein bestimmtesElektrondurcheinenbestimmtenSpaltgegangenist. In derQuantenmecha-
nik ist esfalsch zu behaupten,dasElektronhabein derSpaltebeneeinenbestimmtenOrt, denwir nur
nicht kennen.Die Eigenschaft„Ort“ kanneinemElektronunterdiesenUmständennichtzugeschrieben
werden.Dies ist ein grundlegenderZug derQuantenmechanik,derauchfür andereQuantenobjekte(Z.
B. Atome)undandereEigenschaften(z. B. Energie, Impuls)gilt:

In der Quantenmechanik ist esmöglich, dasseinem Quantenobjekt klassischwohldefi-
nierte Eigenschaftennicht zugeschriebenwerden können.Zum Beispielbesitzt ein Elek-
tr on im Doppelspaltexperimentdie Eigenschaft„Ort“ nicht.
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6.2 Messprozessund Komplementarität

Im letztenAbschnitthabenwir gesehen,daßmanbeimDoppelspaltversucheinemElektronin derSpal-
tebenedie Eigenschaft„Ort“ nicht zuschreibenkann.Ein naheliegenderEinwanddaraufist, daßman
denOrt derElektronenin derSpaltebenedochmessenkann.

Experiment 6.1 (Computer simulation): Im Simulationsprogramm sehen Sie zwischen Blen-
de und Schirm eine Lampe, die wir bisher noch nicht benutzt haben (Abb 6.2. Schalten Sie sie
nun ein. Schalten Sie auch die Quelle ein, damit Elektronen emittiert werden. Sie werden Licht-
blitze hinter den Spalten erkennen. Die Elektronen streuen das Licht der Lampe. Der dadurch
erzeugte Lichtblitz kann registriert werden. Man führt mit der Lichtquelle eine Ortsmessung
durch. õö

÷ ø ù ú
Abbildung6.2:OrtsmessungderElektronenmit Laserlicht

Für jedes einzelne Elektron sieht man einen Lichtblitz an einer ganz bestimmten Stelle. Das
bedeutet, daß man jedes Elektron bei der Ortsmessung an einem wohldefinierten Ort findet,
und zwar mit hoher Wahrscheinlichkeit hinter einem der beiden Spalte. Hinter welchem Spalt
man ein bestimmtes Elektron findet, läßt sich im voraus nicht sagen.

HatmandamitdieQuantenmechanik„überlistet“undjedemElektrondochnocheinenSpaltzugeordnet,
durchdenesgegangenist?Nein,dennwennsieetwaslängerwarten(oderdie Taste„Speed“drücken),
werdenSiefeststellen,daßbei demsodurchgeführtenVersuchkeinInterferenzmusterauftritt. Stattdes-
senfindetmanwiederdieSummederbeidenEinzelspalt-Verteilungen Ñ�� ´ Ò�·-Ó Ñ�� ´ Ò�· . Dasbedeutet:

Ortseigenschaft und Interfer enzmuster sind nicht gleichzeitig realisierbar, sondern
schließensichgegenseitigaus.Diesist ein SpezialfalleinesallgemeinenPrinzips, dasman
nachNiels Bohr Komplementaritätnennt.

DasKonzeptderKomplementaritätwar für Bohrein ganzzentralerBegriff derQuantenmechanik.Ver-
suchsanordnungen,in denensichdie Interferenzvon Quantenobjektenzeigtsindkomplementätzu sol-
chen,in denendie Quantenobjekte„teilchenhalft“, alsomit einembestimmtenOrt, auftreten.Komple-
mentäreVersuchsanordnungensind nicht zugleichrealisierbar. Sie gebennur gemeinsamAufschluss
überdie Realität.Die Wirklichkeit ist nicht in einemeinzigenanschaulichenBild erfassbar.

Mit einemweiterenExperimentkannmandie Komplementaritätvon Ortseigenschaftund Interferenz-
musternochdeutlicherillustrieren:
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Experiment 6.2 (Computer simulation): Klicken Sie auf den Schirm und wählen Sie „theoreti-
sche Verteilung“. Nun wird die Verteilung auf dem Schirm dargestellt, ohne dass wir jedesmal
warten müssten, bis sich das Schirmbild aufgebaut hat. Klicken Sie jetzt auf die Lampe. Ein
Fenster erscheint, in dem Sie die Intensität der Lampe verändern können. Wenn Sie die In-
tensität langsam von 100 % auf 0% verändern, können Sie beobachten, wie die strukturlose
Verteilung nach und nach in das Interferenzmuster übergeht.

Eine schwächereIntensitätder Lampebedeutet,dassnicht mehr alle Elektronennachgewiesenwer-
den.Die nicht nachgewiesenentragenzum Interferenzmusterbei. Im Gegensatzdazukannman den
nachgewiesenenAtomendieEigenschaft„Ort“ zuschreiben.SietragenzurstrukturlosenVerteilungbei.
Mit demIntensitätsregler der LampekannmandenÜbergangzwischendenkomplementärenGrößen
„Ortseigenschaft“und„Interferenzmuster“erforschen.

Noch ein anderercharakteristischerZug der quantenmechanischenMessungläßt sich an demExperi-
mentablesen:Schondie VeränderungeineskleinenTeils derVersuchsanordnung(hier dasEinschalten
derLichtquelle)reichtunterUmständenaus,umdasVersuchsergebnisqualitativ zuverändern(Auftreten
desInterferenzmustersodernicht).Auch dieswar für Bohr ein wichtigesMerkmalderQuantenmecha-
nik, daseralsdie Ganzheitlichkeit der Quantenphänomenebezeichnetaht.

Das Ergebnis von Experimenten hängt in der Quantenmechanik empfindlich von der
Versuchsanordnungab.

6.3 Messungenund Eigenschaften

Die geradediskutierteOrtsmessungist nureinBeispielfür einenquantenmechanischenMeßprozeß. An
ihr kannmandie Besonderheitenillustrieren,die in der Quantenphysikmit demBegriff derMessung
verbundensind.In derklassischenPhysikbedeutetdie MessungeinerGrößeeinfachdie Zurkenntnis-
nahmeihresvorherbereitswohldefiniertenWertes.FührtmaneineOrtsmessunganeinemklassischen
Gegenstand(z. B. einemSteinoderBall) durch,wird z. B. durchAnlegeneinesMaßstabesfestgestellt,
wo sichderGegenstandim AugenblickderMessungbefindet.Dasist soeinfach,daßmansichüblicher-
weisekeineRechenschaftdarüberablegt.

Mit unserembisherigenWissenüberdieEigenschaftenvonQuantenobjektenkönnenwir schonabsehen,
daßdieVerhältnissebeieinerquantenphysikalischenMessungnichtmehrsounkompliziertseinwerden.
Wir habenbereitsgesehen,daßein Elektronin derSpaltebenedie Eigenschaft„Ort“ garnicht besitzt.
EineOrtsmessungkanndahernichteinfachdarinbestehen,daßmanreinpassiv diebereitsfeststehende
OrtskoordinatezurKennnisnimmt.A priori ist keineswegsklar, wasesbedeutet,aneinemQuantenob-
jekt eineGröße(wie denOrt) zumessen,wenndieseGrößedembetrachtetenObjektgarnichtzukommt.
Die Frageist: Wie reagierenMeßgeräte(derenAnzeigedasErgebnisja bestimmt),wennsiemit einem
solchenQuantenobjektin Kontaktgebrachtwerden?Wie unterdiesenUmständendasErgebniseiner
Messungüberhauptaussehenkann,mußletztenEndesempirischgeklärtwerden.

In denvorangegangenenKapitelnwurdenschonhäufigMessungenanQuantenobjektendiskutiert,ohne
daßdieserSachverhaltbisherzum Problemgewordenwäre.In allenExperimentenwurdeein eindeu-
tiger Wert der gemessenenGrößegefunden.Auch im obigenGedankenexperimentleuchtetebei der
OrtsmessunghinterdemDoppelspaltnuraneinereinzigenStelleeinLichtblitz auf.JedesElektronwird
alsobei derMessunghintereinemderSpaltegefunden(obwohlesfalschwäre,zu sagen,daßesschon
vorherdie Eigenschaft„befindetsichhintereinemderSpalte“besessenhat).
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Von denmöglichenMeßwerten(Spalt1 oderSpalt2) ist bei derMessungalsogenaueinerausgewählt
worden.FührtmandasgleicheExperimentmehrereMale hintereinanderaus,wird manim allgemeinen
verschiedeneErgebnisseerhalten.Im vorliegendenBeispielwird manein Elektronim Mittel genauso
häufighinterSpalt1 wie hinterSpalt2 finden.

Bei jeder Messung an einem Quantenobjekt wird aus dem Spektrum der möglichen
Messwerte(hier Spalt 1 oder Spalt 2) ein einzelner realisiert. Die Wahrscheinlichkeit,
mit der ein bestimmter Messwert gefundenwird, lässt sich aus der Wellenfunktion mit
der BornschenWahrscheinlichkeitsformel (5.12)ermitteln.

Vor der RegistrierungdurcheinenDetektor(z. B. die Lampe)kannman demElektronkeineOrtsei-
genschaftzuschreiben.Esgibt keine„Bahn“ (alsoeineAbfolge von Orten),auf der sichdasElektron
von der Quelle zum Schirm bewegt, sondernnur einequantenmechanischeWellenfunktion,die sich
nachWellengesetzenausbreitet.Erstim Messprozesswird einederbeidenMöglichkeitenrealisiert(das
Elektronwird entwederhinterSpalt1 oderhinterSpalt2 gefunden).

Dies illustriert nocheinmalsehrdeutlich,daßin der Quantenmechanikein wesentlicherUnterschied
darinbesteht,ob ein QuantenobjekteineEigenschaftbesitztoderob mananihm eineEigenschaftmißt.
Wie wir gesehenhaben,mußein QuantenobjekteinebestimmteEigenschaft(wie denOrt) keineswegs
besitzen.Führt man eine Messungdurch findet man dagegen immer einenMeßwert.Aus der Tatsa-
che,daßsichbei einerMessungdesOrtesein bestimmterWert ergebenhat,darf manalsokeineswegs
schließen,daßdasQuantenobjektdieseEigenschaftvorheraufgewiesenhat.

In der Quantenmechanikbestehtein Unterschiedzwischen„eine Eigenschafthaben“ und
„eine Eigenschaftmessen“.
Zum Beispielsind die beidenfolgendenAussagennicht gleichbedeutend:
a) Bei einer Messungfindet man dasElektron am Ort Ú .
b) Ein Elektron besitzt die Eigenschaft„Ort Ú “.

Hier liegt derGrund,warumesin derQuantenmechanikvorteilhaftist, mit Ensemblesvon Quantenob-
jektenzu arbeitenstattmit denEinzelobjektenselbst.Betrachtenwir die folgendeSituation:Man führt
aneinemeinzelnenElektronin derSpaltebeneeineOrtsmessungdurchunderhältdasErgebnis„Spalt
1“. NachdemobenGesagtenkannmansich nicht sichersein,ob dasElektrondie Eigenschaft„Ort“
wirklich besessenhat oderob dieserWert sichnur als ErgebnisderMessungeingestellthat.Für eine
einzelneMessungan einemeinzelnenQuantenobjektgibt esin derQuantenmechanikkeineMethode,
zwischendiesenbeidenAlternativenzu entscheiden.

EinAuswegbietetsich,wennmanOrtsmessungenaneinemganzenEnsemblevonidentischpräparierten
Quantenobjektendurchführt.Hier gibt eszweiMöglichkeiten

1. Die gemessenenWertestreuen,d.h.beimanchenMessungenfindetmandasElektronhinterSpalt
1, bei anderenhinterSpalt2. DannbesitztdasEnsemblehinterdenSpaltennicht die Eigenschaft
„Ort“.

2. Alle MessungenlieferndenselbenOrt (innerhalbeinesgewissenIntervalls),z. B. „Spalt1“. Dann
besitztdasEnsembledie Eigenschaft„Ort“. In diesem(und nur in diesem)Fall kannmanauch
von jedemeinzelnenMitglied desEnsemblessagen,dassesdiebetreffendeEigenschaftbesitzt.
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DynamischeEigenschaftenvon Quantenobjektenbeziehensich also(ebensowie der Begriff der Prä-
paration)immerauf ein ganzesEnsemble.Der Grunddafür ist, dassesin derQuantenmechanikeinen
Unterschiedzwischen„eine Eigenschafthaben“und„eine Eigenschaftmessen“gibt.

6.4 Zustandsreduktion

JedephysikalischeMessungist ein Vorgang,bei demphysikalischeMeßinstrumentemit demzu beob-
achtendenObjekt in Wechselwirkungtreten.WenneskeinenEinflussvom gemessenenObjektauf das
Messgerätgäbe,könntemanamMessgerätauchkeineInformationüberdasObjektablesen.

Umgekehrtbeeinflußtim allgemeinenauchjedeMessungdie amObjektzu messendeGröße.Will man
z. B. die Temperaturin einemWassergefäßmessen,tauchtmanein Thermometerin dasWasserein.
DurchdasEintauchendesThermometerswird die TemperaturdesWassersaberverändert,sodaßeine
exakteTemperaturmessungnicht ohneweiteresmöglichist. In derklassischenPhysikwird dieseRück-
wirkung entwederals vernachlässigbarangesehen(z. B. der Strahlungsdruckbeim Durchlaufeneiner
Lichtschranke)oderesexistiert eineKorrekturtheorie,die eserlaubt,die Wirkung desMeßgeräteszu
berücksichtigen(der Einfluß desThermometerskann berechnetwerden,wennseineWärmekapazität
bekanntist).

In derQuantenphysikhateineMessungkeinensolchpassivenCharaktermehr. Messungenstelleneinen
nicht zu vernachlässigendenEingriff in denungestörtenAblauf desGeschehensdar;sieverändernden
ZustanddesgemessenenObjekts.Ein Beispieldafürhabenwir schonkennengelernt:dasim vorletzten
AbschnittbehandelteDoppelspalt-Experimentmit Lichtquelle.Mit ausgeschalteterLampeergabsich
aufdemSchirmdasInterferenzmuster. FührtemandagegeneineOrtsmessungandenElektronendurch,
indemmandie Lampeeinschaltete,ergabsichkein Interferenzmuster.

Die ElektronenbefindensichnachderMessungalsoin einemanderenZustand,in demsiekein Inter-
ferenzmusterauf demSchirm ausbilden.Die Messunghat also ihren Zustandverändert.Dies ist ein
allgemeinerZug vonMessungenin derQuantenmechanik:

Anders als in der klassischenPhysik verändert eine quantenmechanischeMessungden
Zustand desSystems,an demdie Messungvorgenommenwird.

Handeltessicheinfachum eineStörungderElektronendurchdie Lampe?Werdendie Elektronenvon
denPhotonenderLampeein wenig „geschubst“,so dasssie anschließendan eineranderenStelleauf
demSchirmlanden?Diesist nichtdieeigentlicheUrsachefür die VeränderungdesElektronenzustands,
die eineMessungmit sich bringt. Man hättedasExperimentnämlichebensogutdurchführenkönnen,
indemmannur einender beidenSpaltebeleuchtethätte.Hinter demunbeleuchtetenSpalthättendie
Elektronendanngar keineMöglichkeit gehabt,mit Photonenzu wechselwirken.Trotzdemhätteman
dasgleicheErgebniserhalten:kein Interferenzmuster.

Es ist ein grundlegenderesPhänomen,dasderZustandsveränderungbei einerMessungzugrundeliegt.
Mit Hilfe derWellenfunktionlässtessichauchquantitativ diskutieren.In unseremBeispielist die Wel-
lenfunktiondesungestörtenSystems(alsoohneLampe)

Ü ´ Ò�· � Ü � ´ Ò�· Ó Ü � ´ Ò�· (vgl. Gleichung(5.14)).
Es handeltsich um einenÜberlagerungszustandausdenbeidenWellenfunktionen

Ü � ´ Ò�· und
Ü � ´ Ò�·

(Abb. 6.3 (a)). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Elektronenauf dem Schirm,ergibt sich – wie
schonobendiskutiert– aus

Ý Ü ´ Ò�· Ý � �EÝ Ü � ´ Ò�·-Ó Ü � ´ Ò�· Ý � . Man erhältdasInterferenzmuster(Gleichung
(5.15)).Die Wellenfunktion

Ü ´ Ò�· , die dasdurchdenDoppelspaltpräparierteEnsemblevon Elektronen
beschreibt,enthältdie beidenmöglichenMesswerte(Spalt1 oderSpalt2) gleichermaßen.
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Abbildung6.3:(a)Die WellenfunktionderElektronenbeiausgeschalteterLampeist einÜberlagerungs-
zustandaus

Ü � ´ Ò�· und
Ü � ´ Ò�· . (b) NacheinerOrtsmessung(Lichtblitz), bei der dasgemesseneAtom

hinterSpalt1 gefundenwurde,wird esdurchdie Wellenfunktion
Ü � ´ Ò�· beschrieben(Zustandsredukti-

on).

Durch die Messungwird eineder beidenMöglichkeitenausgewählt. Nachder Messungist nur noch
sie in der Wellenfunktionvertreten.Die Elektronen,die manhinter Spalt1 findet, werdendurchdie
Einzelspalt-Wellenfunktion

Ü � ´ Ò�· beschrieben(Abb. 6.3 (b)). Ihr Beitragzur Elektronenverteilungauf
demSchirmentsprichtdahergeradederEinzelspalt-Verteilung

Ý Ü � ´ Ò�· Ý � . Umgekehrtwerdendie hinter
Spalt2 gefundenenElektronendurch

Ü � ´ Ò�· beschrieben,mit derzugehörigenVerteilung
Ý Ü � ´ Ò�· Ý � . Das

Muster, dassich schließlichauf demSchirm herausbildetist die Summe Ñ ´ Ò�· �3Ý Ü � Ý ��Ó Ý Ü � Ý � der
beidenEinzelspaltverteilungen;esist durchdie AbwesenheitderInterferenzstrukturgekennzeichnet.

Die Tatsache,manbei diesemVersuchkein Interferenzmustererhält,wird alsodadurcherklärt,daßdie
Elektronennachder Messungdurcheineandere Wellenfunktionbeschriebenwerden.Den Übergang
von
Ü ´ Ò�· � Ü � ´ Ò�·�Ó Ü � ´ Ò�· zueinerderbeidenMöglichkeiten

Ü � ´ Ò�· oder
Ü � ´ Ò�· nenntmanZustands-

reduktion oder „K ollaps“ der Wellenfunktion. Sie stellt eineabrupteÄnderungder Wellenfunktion
dar, die charakteristischfür eineMessungist. Mit Heisenberg könntemandie Zustandsreduktion den
„ÜbergangvomMöglichenzumFaktischen“nennen.

Nur amRandeseibemerkt,dassdasDoppelspalt-Experimentnochein anderesBeispielfür einequan-
tenmechanischeMessungenthält:die RegistrierungderQuantenobjekteauf demSchirm.Wie wir oben
gesehenhaben,produziertein einzelnesElektronnur einenkleinen,nahezupunktförmigen„Fleck“ auf
demSchirm,obwohlsichdie WellenfunktionübereinenwesentlichgrößerenOrtsbereicherstreckt.Der
Nachweisauf demSchirm stellt eine Ortsmessungdar, bei der nur eineder Möglichkeitenrealisiert
wird; d. h. nuraneinemdermöglichenOrtefindetmaneinenFleck.Die Zustandsreduktionbestehtdar-
in, daßdasElektronnuraneinerganzbestimmtenStellediephysikalischenundchemischenReaktionen
auslöst,die zuseinemNachweisführen.

6.5 SchrödingersKatze, Messprozessund Dekohärenz

BeidenPhänomenenderAlltagsweltnimmtmannichtsvondemmerkwürdigenQuantenverhaltenwahr,
wie esz. B. Elektronenim Doppelspaltexperimentzeigen.EsstelltsichdieFrage,obmanmit derQuan-
tenmechanikerklärenkann,wie die Welt ihre „klassische“Erscheinungsformannimmt,wennmanvon
mikroskopischenzu makroskopischenSystemenübergeht.Besitztdie Quantenmechanikeinenklassi-
schenGrenzfall, in demsiedie AussagenderklassischenMechanikreproduziert?
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Elektronenin einer Elektronenstrahlröhrekann man z. B. durch ein sogenanntes„Wellenpaket“be-
schreiben,d. h. durch eineWellenfunktionmit begrenzterAusdehnung,die sich wie ein Wellenpuls
ausbreitet(Abb. 6.4).Schonfrüh wurdeerkannt,dassder„Schwerpunkt“einesWellenpaketssichnach
denNewtonschenGesetzenbewegt, wenndasWellenpaketnichtzu ausgedehntist, d. h. wenndie Aus-
dehnungdesWellenpaketsklein ist gegenüberden Abständen,für die sich dasPotentialändert.Ein
solchesWellenpaketbewegt sich dannähnlichwie ein Teilchender Masse¶ in dementsprechenden
Potential.

Schrödingererkanntejedoch,dassdaseigentlicheProblembeimklassischenGrenzfallin denÜberla-
gerungszuständenliegt. Er legtedasanhandeinesbesondersdrastischenBeispielsdar, dasunterdem
Namen„SchrödingersKatze“ Berühmtheiterlangte:In einemKasten,in demsicheineVorrichtungzur
FreisetzungeinesGiftgasesbefindet,ist eineKatzeeingesperrt(Abb. 6.5).Ein Zufallsereignis(radioak-
tiver Zerfall einesAtoms)bestimmt,ob dasGasfreigesetztwird odernicht. Die Apparatursoll gerade
soviel radioaktive Substanzenthalten,um in einer Stundemit 50% WahrscheinlichkeiteinenZerfall
herbeizuführen,dernachAuslösungdesMechanismusdie Katzevergiftet.

Die WellenfunktiondesGesamtsystems(Kasten+ Katze)hatnachdieserZeit die Form einesÜberla-
gerungszustandszweiermakroskopisch verschiedenerZustände. Sie enthältdie beidenMöglichkeiten
„Katze tot“ und„Katze lebt“ in gleichemMaße:Ü ´ Ò�· � Ü � ´ Ò�·-Ó Ü � ´ Ò�· » (6.2)

wobei
Ü � ´ Ò�· denZustand(Atom zerfallen+ Katzetot) und

Ü � ´ Ò�· denZustand(Atom nicht zerfallen+
Katzelebt) bezeichnet.Die Wellenfunktion6.2hatdie gleicheGestaltwie die einesAtomsbeimDop-
pelspaltexperiment(Gleichung(5.14)). Dort zeigtesich, dassman demAtom keinenSpalt zuordnen
konnte,durchdenesgegangenwar. EsbesaßdieEigenschaft„Ort“ nicht.ÜberträgtmandieseErkennt-
nis auf denFall derKatze,kommtmanzu demSchluss,dassdie Katzein demÜberlagerungszustand
SchrödingerdieEigenschaften„tot“ oder„lebendig“nicht besitzt.

Esist wichtig zubetonen:Wie beimAtom hinterdemDoppelspalthandeltessichbei6.2nichtumeinen
Zustand,in demmannicht weiß, ob die Katzetot oderlebendigist, sondernsiebesitzttatsächlichdie-
seEigenschaftennicht. Ähnlich wie beimDoppelspaltexperimentkannesbeimÜberlagerungszustand
6.2zu InterferenzerscheinungenzwischentoterundlebendigerKatzekommen.Nun ist eseineeviden-
te Erfahrungstatsache,dassin der Wirklichkeit solchePhänomenenicht vorkommen.Schrödingerist
esalsomit diesemBeispielgelungen,nachdrücklichdeutlichzu machen,dassder Übergangvon der
QuantenmechanikzurklassischenMechaniknichtohneSchwierigkeitenzu bewältigenist.

SchrödingersKatzenparadoxonweisteineengeVerbindungzur Frageauf,wie einequantenmechani-
scheMessungzu beschreibensei: Anstelleder Katzekannmansich ein Messgerätdenken,dasden
Zerfall einesAtomsin derradioaktivenSubstanzdurchdasAufleuchteneinerLampeanzeigensoll.Wie
im Fall der Katzeschließtman,dasssich dasMessgerätnachAblauf einerStundein einemÜberla-
gerungszustandbefindet,in demdie Lampekeineder Eigenschaften„leuchtet“ oder„leuchtetnicht“

x

ψý (x)

Abbildung6.4:WellenfunktioneinesWellenpakets
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þ ÿ �
Abbildung6.5:SchrödingersKatze

besitzt.Die Quantenmechaniksagtalsovoraus,dasssichnacheinerMessungdasMessgerätin einem
Zustandbefindet,in demeskeineneindeutigenWertanzeigt.Diesstehtim WiderspruchzuallenErfah-
rungenmit Messgeräten.

DiesesProblem,dasquantenmechanischeMessproblem, beschäftigtdie PhysikerseitmehrerenJahr-
zehnten.Eine endgültigeLösunghat esbislangnochnicht gefunden.Um Übereinstimmungmit dem
beobachtetenVerhaltenvon Messgerätenzu erhalten,wurde„von Hand“ der abrupteProzessder Zu-
standsreduktion(s. o.) eingeführt:Bei einer Messungwird die WellenfunktionnachZufallsgesetzen
ausdemÜberlagerungszustandauf einederMöglichkeiten(„Lampeleuchtet“/„Lampeleuchtetnicht“)
„reduziert“.EineErklärungderZustandsreduktion,dieeserlaubt,sieausdenGrundgesetzenderQuan-
tenmechanikzuverstehen,stehtjedochnochaus.

In denletztenJahrenzeichnetsich ein wissenschaftlicherKonsensab,wie mandemVerständnisdes
SchrödingerschenKatzenproblems(unddamitauchdemdesquantenmechanischenMessprozesses)nä-
her kommenkönnte:überdie Theorieder Dekohärenz. Die zentraleIdeedabeiist, dassmanmakro-
skopischeKörper (wie die Katze) nicht isoliert betrachtenkann.Sie müssenals mit der Außenwelt
wechselwirkendeoffeneSystemeaufgefasstwerden.Siebesitzenimmereinenatürliche Umgebung,
mit der sieauf vielfältige Weisewechselwirken.Die Katzez. B. streutLicht, gibt Wärmestrahlungab
undbeeinflusstdie Luftmolekülein derUmgebung.

Schonbeim Doppelspaltexperimentkonntemansehen,dasskein Interferenzmusterauftrat,wennman
jedesAtom hinter einemder beidenSpaltedurchLichtstreuungnachwies(vgl. Abschnit6.2). Dieser
Verlustder Interferenzfähigkeitist unabhängigdavon, ob dasgestreutePhotonvon einemBeobachter
registriertwurdeodernicht.

EbensozerstörtdieLichtstreuung(undauchjedeandereWechselwirkungmit derUmgebung)dasKenn-
zeichendesÜberlagerungszustands6.2:die Interferenzfähigkeitzwischen

Ü � ´ Ò�· und
Ü � ´ Ò�· (alsozwi-

schentoterundlebendigerKatze).Durchdie Wechselwirkungmit ihrer Umgebungwird die Katze„ef-
fektiv klassisch“.Sieist tot oderlebendig;ÜberlagerungenoderInterferenzerscheinungenkönnennicht
nachgewiesenwerden.

SchrödingersFrage,warumkeineÜberlagerungszuständebeimakroskopischenKörpernauftreten,wird
somitdurchdieTheoriederDekohärenzbeantwortet:MakroskopischeKörpererscheinenklassisch,weil
mansienicht von ihrer Umgebungisolierenkann.Die Wechselwirkungmit derUmgebungzerstörtdie
Interferenzfähigkeit.Esgibt jedochauchbesondereFälle,wo dieIsolierungvonderUmgebungmöglich
ist. Dannfindet keineDekohärenzstattundeskommt zu makroskopischenQuantenphänomenen,wie
Supraleitung,SuprafluiditätundBose-Einstein-Kondensation.

In jüngsterZeit wird auchderÜbergangsbereichzwischenklassischerund QuantenphysikdemExpe-
riment zugänglich.So gelanges1996,ein Ion in einenÜberlagerungszustandauszwei räumlichum
80 nm getrenntenWellenpaketenzu bringen,derenAusdehnungjeweils nur 7 nm betrug.Dies stellt
eineÜberlagerungzweiermakroskopischverschiedenerZuständedar. Die durchdie Wechselwirkung
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mit derUmgebungverursachteDekohärenz(derVerlustder Interferenzfähigkeitzwischendenbeiden
Wellenpaketen)konntein demExperimentim Detail verfolgt werden.
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Kapitel 7

HeisenbergscheUnbestimmtheitsrelation

7.1 GleichzeitigePräparation verschiedenerEigenschaften

In derklassischenMechanikwird die Bewegungvon Teilchendurchdie Angabeihrer Bahnkurve be-
schrieben.Ein Beispielist derwaagerechteWurf, bei demKugelneinerparabelförmigenBahnfolgen,
nachdemsievoneinerAbschussvorrichtungabgeschossenwurden(Abb. 7.1).Die Kugelnbewegensich
immer auf der gleichenBahn,sofernalle die gleichenAnfangsbedingungenbesitzen,d. h. identische
WertedesAbschussortsund der Abschussgeschwindigkeit. Man mussalsoeineAbschussvorrichtung
bauen,mit dermanKugelnmit möglichstidentischenAnfangswertenÒ�� » � � » ¢�� � » ¢�� � von Ort und Im-
pulsabschießenkann.Zum HerstellendieserAnfangsbedingungenmussmanalsoaneinemEnsemble
von Kugelndie Eigenschaften„Ort“ und„Impuls“ gleichzeitigpräparieren.

„Präparieren“ist gleichbedeutenddamit,dassbeiMessungenderpräpariertenGrößeaneinemEnsemble
von Kugelndie Streuungder Messwerteverschwindetbzw. sehrklein wird. Streuendie beobachteten
Bahnen,kanndiesdaranliegen,dassdie Kugelnnicht reproduzierbarvom gleichenOrt mit der glei-
chenAnfangsgeschwindigkeit abgeschossenwurden.Man bautdanneineneueAbschussvorrichtung,
bei derdieStreuungin denAnfangswertenkleinerist undführt dasExperimentnocheinmaldurch.Die
Erfahrungzeigt,dassesin derklassischenPhysikkeineprinzipielleuntereGrenzefür die gleichzeitige
VerkleinerungderStreuungenin denAnfangsbedingungengibt.

dassdasPräparierenvon Eigenschaftenauchfür Quantenobjektemöglich ist, wurde bereitsgezeigt
(z. B. Polarisationseigenschaftbei Photonen).Beim waagerechtenWurf reicht die Präparationeiner
einzelnenGrößeallerdingsnicht aus.Zur HerstellunggleicherAnfangsbedingungenfür alle Kugeln
müssenOrt und Impulsgleichzeitigpräpariertwerden,undzwarsowohl in Ò - alsauchin

�
-Richtung.

y

x
v� x0

Abbildung7.1:PräparationundBahnkurvebeimwaagerechtenWurf

51



y0∆
�
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Abbildung7.2:StrahleinesLasers

DieserUmstanderscheintnichtweiterbemerkenswert.NachallenAlltagserfahrungenkommteseinem
selbstverständlichvor, dassmanzwei Eigenschaftengleichzeitigherstellenkann,wennmanjedevon
ihneneinzelnpräparierenpräparierenkann.

Umsoüberraschenderist es,dassin derQuantenmechanikgenaudasGegenteilderFall ist: Esgibt Paare
von Eigenschaften(z. B. Ort undImpuls)derengleichzeitigePräparation prinzipiell nicht möglich ist,
obwohldie Präparationjedereinzelnenauf keinegrundsätzlichenGrenzenstößt.Diesist derInhalt der
HeisenbergschenUnbestimmtheitsrelation, die in diesemKapitelnähererläutertwerdensoll.

7.2 Präparation von Ort und Impuls bei Photonen

Um die Unmöglichkeitder gleichzeitigenPräparationvon Ort und Impuls zu zeigen,analysierenwir
einenkonkretenVersuch,beideEigenschaftenzugleichherzustellen.Als Quantenobjektebenutzenwir
die PhotoneneinesmonochromatischenLaserstrahls(Abb. 7.2). Da der Strahlsehrgut gebündeltist,
ist die Impulskomponente¢�� senkrecht zur Strahlrichtungfür alle PhotonenpraktischgleichNull (zum
Begriff dasPhotonenimpulsesvgl. Abschnitt1.4).SiebesitzenalsodieEigenschaft„Impulskomponente¢�� �E½ “. WürdemanMessungender Impulskomponente¢�� an sehrvielenPhotonendesLaserstrahls
durchführen,wäredieStreuungÖ ¢�� derMesswerteum denWert ¢�� ��½ verschwindendgering.

Der LaserstrahlbesitzteinegewisseräumlicheBreite in
�
-Richtung(Abb. 7.2). Misst manmit einem

räumlichhochauflösendenDetektor, wird manPhotoneninnerhalbeinesBereichsderBreite Ö � � finden.
Die Messwertefür die Ortskomponente

�
weisenalsoeineStreuungÖ � � auf. Dasbedeutet,dassdie

Photonennicht aufdie Eigenschaft„Ortskomponentey“ präpariertsind.

Man kannnun versuchen,die Streuungder Ortskomponente
�

zu reduzieren,indemman denStrahl
einenengenSpaltpassierenlässt:

Experiment 7.1: Lassen Sie einen Laserstrahl durch einen engen Spalt (Breite Â ) fallen. Der
Strahl wird hinter dem Spalt aufgeweitet (Abb. 7.3). Je enger der Spalt, desto größer ist die
Aufweitung.

Eshandeltsichhier um die ausderOptik bekannteBeugungeinesLichtstrahlsamSpalt.Die Struktur
derBeugungsmaximaund-minimalässtsichdeutlicherkennen.

Analysierenwir, was das Versuchsergebnisin quantenmechanischerHinsicht für die Eigenschaften
„Ortskomponente

�
“ und „Impulskomponente¢�� “ bedeutet.Durch dasEinführendesSpaltesist der

Laserstrahlunmittelbarhinter dem Spalt schmalergeworden.Das bedeutet,dassdie Messwerteder
Ortskomponente

�
in der Spaltebenewenigerstark streuen.Die Streuungist von Ö � � auf Ö � É Â

vermindertworden.

BedeutetdieseVerbesserungder Ortspräparation,dassnunOrt und Impuls gleichzeitiggut präpariert
sind?Nein,denndieallmählicheAufweitungdesStrahlshinterdemSpaltzeigt,dassdiePhotonennicht
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Abbildung7.3:AufweitungdesLaserstrahlsaneinemengenSpalt

mehrgebündeltsind.Bei einerMessungstreuendie Impulseder Photonennun in Querrichtung.Die
PhotonenhabenihreEigenschaft„Impulskomponente¢�� ��½ “ verloren.

Mankannsagen:Die OrtstreuungderPhotonenunmittelbarhinterdemSpaltkonntemit demSpaltzwar
verringertwerden.Man hatdiesaberdamiterkauft,dassdie Impulsstreuungvergrößertwurde.Ort und
Impulskonntennichtgleichzeitigpräpariertwerden.Diesgilt nichtnur für PhotonenamSpalt,sondern
eshandeltsichumein allgemeinesPrinzipderQuantenmechanik:

HeisenbergscheUnbestimmtheitsrelation: Es ist nicht möglich, ein Ensemblevon Quante-
nobjekten gleichzeitigauf Ort und auf Impuls zu präparieren.

7.3 Ein Maß für die „Güte“ einer Präparation

MankanndieHeisenbergscheUnbestimmtheitsrelationnochquantitativerformulieren,nämlichalseine
Beziehung,die angibt,wie „gut“ manOrt undImpulsaneinemEnsemblevonQuantenobjektengleich-
zeitig präparierenkann.Vorhermussabererstgeklärtwerden,wasmanmit demAusdruckder „Güte“
einerPräparationmeint.

Erinnernwir uns:Ist ein Ensemblevon QuantenobjektenaufeinebestimmteEigenschaftpräpariertund
manführt eineTestmessungdieserEigenschaftdurch,wird bei jederMessungderselbeWert gefunden.
Die StreuungderMesswerteist dannNull. Allerdingswird esin einemrealenExperimentkaummöglich
sein,die Streuungder Messwerteexakt auf denWert Null zu bringen.Die Präparationist dannnicht
perfekt,aberdoch so gut, dassman die betreffendeEigenschaft„nahezu“ präparierthat. Um dieses
„nahezu“quantitativ zu fassen,betrachtenwir denVersuch,mit einemSpaltdie Eigenschaft„Ort

�
“

(senkrechtzurStrahlrichtung)aneinemElektronenstrahlzupräparieren.

Experiment 7.2 (Gedankene xperiment): Ein Strahl von Elektronen fällt auf einen Spalt der
Breite Â . Unmittelbar hinter dem Spalt steht ein hochauflösender Detektor, der die Elektronen
mit einer weit höheren Auflösung als der Spaltbreite nachweisen kann. Er registriert die Zahl
der Elektronen die pro Sekunde an einer bestimmten Stelle ankommen (Abb. 7.4 (a)).

Der Detektorführt OrtsmessungenandenElektronendurch,die vom Spaltdurchgelassenwerden.Na-
türlich wird mansodicht hinterdemSpaltalleElektronenin demkleinenGebietfinden,dasvom Spalt
nicht abdecktwird. Um die VerteilungderMesswerteinnerhalbdiesesGebietesstatistischzu erfassen,
ermittelt manihren Mittelwert 	� und ihre Standardabweichung Ö � . Der Mittelwert gibt an,wo die
Verteilungder Messwerteihren „Schwerpunkt“besitzt,die Standardabweichungist ein Maß für ihre
Streuung.
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Abbildung7.4:PräparationderEigenschaft„Ort“ aneinemElektronenstrahl

Die VerteilungderOrtsmesswertesiehtwie in Abb. 7.4(b)) aus.Die Elektronensindgleichmäßighinter
demSpaltverteilt. Die Standardabweichungder Ortsmesswerteist von derGrößenordnungder Spalt-
breite.Wennder Spaltrelativ schmalist, ist auchdie Streuungrechtklein. Bei einembreiterenSpalt
weisendieOrtsmesswerteeinegrößereStreuungauf (Abb. 7.4 (c)).

Mit der StandardabweichungÖ � hat manein Maß gefunden,mit demmandie Güte einer Präpara-
tion festlegenkann.Wenn die Streuungder MesswerteNull ist, ist die Präparationperfekt (im Fall
derOrtspräparationmit einemSpaltist diesnicht zu erreichen,weil mandazudenSpaltimmerenger
machenmüsste,bis er schließlichganzverschlossenist). Wenndie Standardabweichungnicht Null ist,
bedeutetdas,dassdie Messwertestreuen.In diesemFall ist die Präparationnicht perfektunddie Stan-
dardabweichunggibt darüberAuskunft,wie sehrdiePräparationderbetreffendenEigenschaftvoneiner
idealenPräparationabweicht.Eine kleine Standardabweichungbedeutet,dassdie Eigenschaftrelativ
gutpräpariertist, währendbei einergroßenStandardabweichungkeinegutePräparationvorliegt.

Die „Güte“ der Präparation einer Eigenschaft(z. B. Ortskomponente 
 ) kann man an-
hand der Streuungder Messwertebei einer Testmessungbeurteilen. Je kleiner die Stan-
dardabweichung à�
 der Messwerteist, um sobesserist die Eigenschaftpräpariert.

7.4 Messverfahren und Eigenschaften

Den Zusammenhangzwischender Streuungvon Messwertenund einer Eigenschaft,die ein Objekt
besitzt,kannmansichanhandeinerAnalogieausderklassischenPhysiknocheinmalplausibelmachen.
Wir stellenunszwei verschiedeneSortenvon Metallplattenvor, nämlichrundeundquadratische(Abb.
7.5).Die rundenPlattenbesitzendie Eigenschaft„Durchmesser“.DenquadratischenPlattenkannman
einesolcheEigenschaftnichtzuschreiben,die FragenachihremDurchmesserist sinnlos.

Waspassiert,wennmantrotzdemversucht,an denquadratischenPlatteneinenDurchmesserzu mes-
sen.Andersformuliert: Wasist dasErgebnis,wennmanversucht,eineEigenschaftzumessen,die dem
betreffendenObjektgarnichtzukommt?Um die Fragezubeantworten,mussmansicheinMessverfah-
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Abbildung7.5: rundeundquadratischePlatten

Meßwerte
streuen nicht

Meßwerte
streuen

Abbildung7.6:Messverfahrenfür die Eigenschaft„Durchmesser“

ren für die Eigenschaft„Durchmesser“ausdenken.Man könntez. B. ein Maßbandnehmenund unter
verschiedenenWinkeln denAbstandvon Kantezu Kantemessen(Abb. 7.6). Für die rundenPlatten
erhältmanimmerdenselbenMesswert.Siebesitzendie Eigenschaft„Durchmesser“.Für die quadrati-
schenPlattenstreuendie Messwerte.Dieszeigtan,dassdiesePlattendie gemesseneEigenschaftnicht
besitzen.

Umgekehrtkann man nachder Eigenschaft„Seitenlänge“fragen,die den quadratischenPlattenzu-
kommt.DieseFrageist für die rundenPlattensinnlos,weil manihnenkeineSeitenlängezuschreiben
kann.Wiederumschlägtsich diesin denErgebnissenvon Messungennieder, die manmit einemge-
eignetenMessverfahrendurchführenkann.Die Eigenschaft„Seitenlänge“könnteman z. B. dadurch
messen,dassmandasMaßbandimmerin vertikalerRichtunganlegt, aberim Unterschiedzuvorherdie
MessunganmehrerenStellendurchführt(Abb. 7.7).Bei diesemMessverfahrenstreuendie Messwerte
für die rundenPlatten,währendmanbei denquadratischenPlattenimmer denselbenMesswerterhät,
derdie SeitenlängederPlattenangibt.

Meßwerte
streuen

Meßwerte
streuen nicht

Abbildung7.7:Messverfahrenfür die Eigenschaft„Seitenlänge“
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7.5 Elektr onen am Einzelspalt und die quantitati ve Formulierung der
Unbestimmtheitsrelation

NachderHeisenbergschenUnbestimmtheitsrelation kannmananeinemEnsemblevon Quantenobjek-
tenOrt undImpulsnichtgleichzeitigperfektpräparieren.Nachdemwir im vorletztenAbschnitteinMaß
für die GüteeinerPräparationgefundenhaben,könnenwir fragen,in welchemAusmaßOrts-und Im-
pulspräparationunvereinbarsind.Dasbedeutet:WennmaneineexperimentelleAnordnungbetrachtet,
beiderOrt undImpulsnurnäherungsweisepräpariertwerden– gibt esdanneineGrenze,wie naheman
demIdealeinerperfektenPräparationkommenkann?

d

d

Abbildung7.8:ElektronenamEinzelspalt

Es ist tatsächlichmöglich,einesolcheAussagezu treffen.Man kanndie HeisenbergscheUnbestimmt-
heitsrelationquantitativ alseineBeziehungzwischenÖ � und Ö ¢�� formulieren,alsozwischendenMaß-
zahlenfür die Güteder Präparationvon Ort und Impuls. Dazubetrachtenwir denVersuch,mit Hilfe
einesSpaltsanElektronengleichzeitigOrt

�
undImpuls ¢�� senkrechtzurStrahlrichtungzupräparieren.

Experiment 7.3 (Computer simulation): Starten Sie das Doppelspalt-Simulationsprogramm
und wählen Sie Elektronen der Energie

®���� ½
keV. Aktivieren Sie am Schirm die Einstel-

lung „theoretische Verteilung“. Klicken Sie nun auf die Blende und schließen einen der beiden
Spalte. Sie können nun die Elektronenbeugung am Einzelspalt untersuchen.

Variieren Sie die Spaltbreite zwischen 700 nm und 200 nm. Wie beim analogen Experiment
mit Photonen (Abschnitt 7.2) wird der Strahl hinter dem Spalt aufgeweitet. Je schmaler man
den Spalt macht, desto breiter wird das Beugungsmuster (Abb. 7.8).
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Abbildung7.9:VerteilungderOrts-undImpulsmesswertefür einenbreitenundeinenschmalenEinzel-
spalt

Die GütederOrts-bzw. Impulspräparationwird durchdie StreuungderMesswerteeinerentsprechen-
denTestmessungbeschrieben.An demEnsemblevon Elektronen,dasdurchdenSpaltpräpariertwird,
nimmtmanalso– genauwie im vorigenAbschnitt– die VerteilungderOrtsmesswerteunmittelbarhin-
ter demSpaltauf.DannersetztmandenhochauflösendenOrtsdetektordurchein Impulsmessgerätund
ermitteltdamitdie VerteilungderImpulsmesswerte.BeideVerteilungenwerdenin ein Diagrammüber-
tragenund ihre Standardabweichungenwerdenermittelt. So erhältmandie OrtsstreuungÖ � und die
ImpulsstreuungÖ ¢�� .
Die Ergebnissesindin Abb. 7.9gezeigt:FüreinenbreitenSpaltergibt sicheinerelativ großeOrtsstreu-
ung,abereinekleineImpulsstreuung(Abb. 7.9(a)).Dagegenist beieinemschmalenSpaltdieOrtsstreu-
ungklein,aberdie Impulsstreuunggroß(Abb. 7.9(b)).Die beidenStreuungenscheinenim vorliegenden
Beispielreziprokmiteinanderverknüpftzusein:Die StreuungderImpulsmesswertenimmtzu,wenndie
StreuungderOrtsmesswerteabnimmtundumgekehrt.

Man kannsichdiesenreziprokenZusammenhangzwischenOrts-undImpulsstreuungauchtheoretisch
plausibelmachen.Die QuellepräpariertElektronenmit derEigenschaft„Impuls“. Alle Elektronenbe-
sitzenin Ò -RichtungdenImpuls ¢�� � ¸ µ ¶ ® undkeineImpulskomponentein

�
-Richtung:¢�� ��½ .
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Abbildung7.10:AbschätzungderImpulsstreuungÖ ¢ .
Durchdie BeugungamSpaltverliert derElektronenstrahlseineursprünglicheImpulseigenschaft.Hin-
ter demSpaltmisstmandie in Abb. 7.9 gezeigtestatistischeStreuungder Querimpulse¢�� . Auf dem
Weg vomSpaltzumSchirmweitetsichderStrahldaheraufundbildetdasbeobachteteBeugungsmuster
aus.Jegrößerdie StreuungderQuerimpulseist, destobreiterwird dasBeugungsbildauf demSchirm
ausfallen.Daherkannmanmit derBreitedesBeugungsmustersauf demSchirmdie Streuungder Im-
pulsmesswerteamSpaltabschätzen.

Der Großteilder Elektronenwird auf demSchirminnerhalbdesHauptmaximumsder Beugungsfigur
registriert,alsoinnerhalbdesWinkelbereichszwischenÓ È und ��È (Abb. 7.10(a)). Zur Abschätzung
derStreuungderQuerimpulseÖ ¢�� kannmansichdaheraufdiesenBereichbeschränken.AusAbb. 7.10
(b) liestmandenfolgendenZusammenhangab.Ö ¢�� É ¢ Å Æ Ç�È § (7.1)

Der BereichdesHauptmaximumsist durchdie erstenBeugungsminimabegrenzt,dessenLageausder
klassischenOptik bekanntist: Å Æ Ç�È �I¨Â § (7.2)

Im Fall der Elektronenist ¨ die de-Broglie-Wellenlängedesauf Impuls ¢ präparierteneinfallenden
Strahls̈

� £ ³ ¢ (vgl. (5.3)).Also gilt: Å Æ Ç�È � £¢ ¤ Â § (7.3)

Eliminiert man Å Æ Ç0È ausdenGleichungen(7.1)und(7.3),ergibt sich:£¢ ¤ Â É Ö ¢��¢ § (7.4)

Kürzt mandie beidenFaktoren¢ undschätztdie StreuungderOrtsmesswerteÖ � durchdie SpaltbreiteÂ ab,wird dieseGleichungzu: Ö � ¤ Ö ¢�� É £ (7.5)

Dies ist die gesuchteGleichung,die für unserSpaltbeispieldie StreuungenderOrts- und der Impuls-
messwertein gesetzmäßigerWeisemiteinanderverknüpft.DasProduktder beidenStreuungenist in
diesemBeispielimmervon derGrößenordnungderPlanckschenKonstanten£ . Dahermussbei jedem
Versuch,die OrtsstreuungÖ � durchVerengendesSpaltszu verringern,die StreuungderQuerimpulseÖ ¢�� größerwerdenundumgekehrt.

Gleichung(7.5) stellt die quantitative FormulierungderHeisenbergschenUnbestimmtheitsrelation für
dasspezielleBeispieldesSpaltsdar. Siebesitztjedocheinenviel größerenGültigkeitsbereich.In ihrer
allgemeinenForm regelt siegenerell,wie gutOrts-undImpulspräparationgleichzeitigmöglichsind:
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Hat man ein Ensemblevon Quantenobjektensopräpariert, dassdie Streuungder Orts-
messwerte ��� klein ist, wird die Streuung der Impulsmesswerte ����� groß sein (und
umgekehrt). Esgilt die HeisenbergscheUnbestimmtheitsrelation:�������������������� (7.6)

Die ÜberlegungenamEinzelspaltsuggerieren,dassein Ensemblemit großerOrtsstreuungautomatisch
eine kleine Impulsstreuungaufweisenwird. Das wird im allgemeinennicht der Fall sein.An einem
Ensemblevon Quantenobjektenkannsowohl derOrt alsauchder Impulsschlechtpräpariertsein.Die
HeisenbergscheUnbestimmtheitsrelationstellt nur eineuntere Schrankefür die gleichzeitigePräpara-
tion von Ort und Impuls dar. Dies wird durchdasGrößer-Zeichenin (7.6) zum Ausdruckgebracht.
Der gegenüberGleichung(7.5) geänderteVorfaktor ist durchdie bei der Ableitung dieserGleichung
gemachtenAbschätzungenbedingt.

Die bisherigenÜberlegungenzur HeisenbergschenUnbestimmtheitsrelationgaltennur für Komponen-
tenvon Ort undImpuls in dergleichenRichtung(hier � -Richtung).Esstellt sichheraus,dassdie Un-
möglichkeitdergleichzeitigenPräparationnur für dieseKomponentengilt. Dasbedeutet:Es ist zwar
unmöglich,gleichzeitig  und !�" oder � und !�# zu präparieren.Orts-und Impulskomponentenin ver-
schiedeneRichtungen,wie z. B. � und !�" oder  und !�# lassensichaberdurchausgleichzeitigpräparie-
ren.

7.6 Unbestimmtheitsrelation und Bahnbegriff

Die HeisenbergscheUnbestimmtheitsrelationbedeutetdenAbschiedvom Begriff der Bahn einesTeil-
chens, wie er in derklassischenPhysikverwendetwird. DerBahnbegriff ist mit derNotwendigkeitver-
bunden,Ort undImpulszumgleichenZeitpunktexakt anzugeben.In derklassischenMechanikist dies
im Prinzipimmermöglich;manstößtdabeihöchstensanpraktischeGrenzen.Die Unbestimmtheitsrela-
tion (7.6)zeigtjedoch,daßdiesfür Quantenobjektewie Elektronenniemalsmöglichist: Quantenobjekte
könnenniemalsdie Eigenschaften„Ort“ und „Impuls“ zugleichbesitzen.DasProduktderStreuungen$ � und

$ !�# mußimmerin derGrößenordnungderPlanckschenKonstante% odergrößersein.

Wie ist dieseFeststellungabermit derBeobachtungzu vereinbaren,dassElektronenin einerElektro-
nenstrahlröhrescheinbarauf einerwohldefiniertenBahnlaufen?Um diesenscheinbarenWiderspruch
aufzuklären,betrachtenwir dasfolgendeBeispiel:

In einerElektronenstrahlröhrewird derElektronenstrahlanderAnodeauf eineBreite
$ ��&('�)+*�, -

mm abgeblendet(Abb. 7.11).Die Streuungder Impulsein � -Richtung(alsoin Querrichtung)ist daher
mindestens $ !�#.) %/10 $  )32 , 2.4 - *15�6 7 kg m s/10 4 - * 5�7 m )98�, : 4 - * 6 ; kg m /s<
Die Geschwindigkeitsstreuungin � -Richtungerhältman,indemman

$ !�# durchdie Elektronenmasse
teilt: $>= #.) $ !�#? )9*�, 8 @ m/s<
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Abbildung7.11:„Bahn“ derElektronenin einerElektronenstrahlröhre

ZumVergleichberechnetmandie Geschwindigkeitin  -Richtung(alsoin Strahlrichtung),die einElek-
tron beieinerBeschleunigungsspannungvon 1 kV besitzt:= "A)CB D E F? )C- , G 4 - * H m/s<
Um eineStreckeIJ) D * cm zu durchquerenbenötigendie ElektroneneineZeit KL)MILN = )C- , - 4 - * 5�Os. In dieserZeit weitetsichderStrahlin Querrichtungum

$ ��) $>= # KP) 2A4 - *15�Q m auf,wasjenseits
aller Nachweisbarkeitliegt. Die Erkennbarkeiteiner„Bahn“ in derElektronenstrahlröhrewiderspricht
derUnbestimmtheitsrelationalsonicht.
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Kapitel 8

Der Wegzur Schrödinger-Gleichung

8.1 MathematischeBeschreibung von Quantenobjekten

Die allgemeinenZiele derPhysiklassensichin zweiKategorieneinteilen:ZumeinenmöchtemanEin-
sicht in die grundlegendenWirkungszusammenhängederNaturphänomenegewinnen.Diesermöglicht
ein qualitatives Verständnis der betrachtetenphysikalischenPhänomene.Ein Beispieldafür ist eine
dergrundlegendenErkenntnisseder klassischenMechanik:die Tatsache,dassdie gleicheGrundkraft,
die Gravitation, für dasHerabfalleneineslosgelassenenSteinswie auchfür die BewegungdesMondes
um die Erde verantwortlichist. Bei der zweitenKategorie handeltes sich um die quantitative Be-
schreibung derphysikalischenPhänomene.Die NewtonscheGleichungerlaubtes,die Bahnkurve für
dengeworfenenSteinunddie MondbewegungabzuleitenundausdenAnfangsbedingungendetaillierte
VoraussagenüberdaszukünftigeVerhaltenderObjektezu treffen.

In denvorangegangenKapiteln wurdenzahlreicheEinblicke in die GrundstrukturenderQuantenphy-
sik gewonnen.EswurdenBeispielebetrachtet,in denenQuantenobjektein einenbestimmtenZustand
gebrachtwurden.Dies geschah,indem man mit Hilfe einer geeignetenApparatureine Präparation
durchführte.Die Präparationdientedazu,bestimmtedynamischeEigenschaftenwie Ort, Impuls oder
Polarisationherzustellen.Es zeigtesichaberauch,dassesnicht immer möglich ist, Quantenobjekten
einebestimmte,klassischwohldefinierteEigenschaftzuzuschreiben.Die Besonderheitendesquanten-
mechanischenMessprozesseswurdenuntersucht,und eswurdedie Notwendigkeiteinerstatistischen
Beschreibungvon Quantenobjektengezeigt.

All diesfällt in denBereichderobenangesprochenenerstenKategorie:einqualititativesVerständnisder
physikalischenGrundzusammenhängezu gewinnen.Dies ist im BereichderQuantenphysikbesonders
wichtig, da dasVerhaltenvon Quantenobjektendrastischvon dem abweicht,was man im Licht der
VorerfahrungenausderklassischenPhysikfür selbstverständlichansieht.

Im folgendengehtesnun darum,einenEinblick in die quantitative Beschreibung von Quantenobjek-
tenzu gewinnen.Essoll eineersteEinführungin denformalenApparatderQuantenmechanikgegeben
werden,andermansieht,wie es„funktioniert“, dasbefremdlicheVerhaltenvon Quantenobjektenma-
thematischzu erfassen.Selbstwenn die Ergebnissevon Experimentenmit Elektronenoder Atomen
schwermit unsererVorstellungzu vereinbarensind odergar widersprüchlicherscheinen:Die Quan-
tenmechanikist in derLage,siemathematischabzuleiten.Alle bisherzu ihrer Prüfungdurchgeführten
experimentellenTestshatsiebestanden.

Die Möglichkeit,Quantenobjektemathematischzuerfassen,obwohlihr Verhaltenanschaulichnichtver-
ständlicherscheint,habenwir unsschoneinmalzunutzegemacht:Beim Doppelspalt-Experiment(Ab-
schnitt5.5)wurdendie ElektronendurchdieWellenfunktion RTS  U, K V beschrieben.Sieist eineFunktion
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EKin = qUb

+WUb

-

Abbildung8.1:PräparationderEigenschaft„kinetischeEnergie“ durcheineBeschleunigungsspannung

desOrtesundderZeit, die sichwellenmäßigausbreitet.Beim DoppelspaltexperimentkonntedasAuf-
tretenvon Interferenzerscheinungendadurchverstandenwerden,dasssichdie von denbeidenSpalten
ausgehendenWellenüberlagern,ganzähnlichwie esbeiWasserwellenderFall ist.Auf deranderenSeite
wurdeder teilchenhafteNachweisderElektronenauf demSchirmdurchdie Wahrscheinlichkeitsinter-
pretationderWellenfunktionerklärt:Ihr BetragsquadratX>S  YVL)(Z RTS  U, K V Z [ beschreibtdieWahrschein-
lichkeit , ein Elektronzur Zeit K amOrt  auf demSchirmnachzuweisen.Der scheinbareWiderspruch
vonWellen-undTeilchencharakterderElektronenkonntedurchdietheoretischeBeschreibungvollkom-
menaufgeklärtwerden.

Mit der Wellenfunktionhabenwir einesder zentralenElementezur mathematischenErfassungvon
Quantenobjektenkennengelernt.Die Wellenfunktionbeinhaltetdie vollständigeInformation,die nach
der Quantenmechaniküber ein Quantenobjektzu erlangenist. Wie man die Aufenthaltswahrschein-
lichkeit für ein Quantenobjektausder Wellenfunktionberechnet,ist schonbekannt.In denfolgenden
Abschnittenwird sichzeigen,wie manausihr AufschlussüberanderephysikalischeGrößengewinnt.

Zunächstsoll jedochaneinemBeispielgezeigtwerden,wie diemathematischeBeschreibungvonQuan-
tenobjektendurcheineWellenfunktionkonkretaussieht.Dazuwird daseinfachsteBeispielausgewählt,
nämlichein Ensemblevon Elektronen,die durchein Präparationsverfahrenin einenZustandmit be-
stimmterkinetischerEnergie gebrachtwurden.

8.2 Präparation von Elektr onenauf einebestimmtekinetischeEnergie

Eine Möglichkeit, Elektronenin einenZustandmit bestimmterkinetischerEnerigezu bringen,bietet
dasfolgendeVerfahren:

Experiment 8.1: Eine Kathodenstrahlröhre wird ohne angelegte Anodenspannung betrieben.
Um die Kathode erscheint ein bläuliches Glimmen. Durch Kathode und Anode fließt kein Strom.
Nach Anlegen der Beschleunigungsspannung F�\ zwischen Kathode und Anode sieht man
einen geradlinigen Elektronenstrahl. Es fließt ein elektrischer Strom.

Die Elektronenwerdendurchdie anliegendeSpannungF�\ beschleunigt(Abb. 8.1).Der ersteTeil des
Versuchszeigt,dassdie ElektronenohnedieanliegendeBeschleunigungsspannungkeinenennenswerte
kinetischeEnergiebesitzen.NachdemDurchlaufenderBeschleunigungsstreckebesitzendieElektronen
die kinetischeEnergie ]P^ _ `>)+a F�\ . InnerhalbgeringerFehlergrenzenhabenalle Elektronen,die diese
Präparationsvorrichtungdurchlaufen,dieselbekinetischeEnergie. Sie bilden daherein Ensemblevon
Elektronen,dasauf kinetischeEnergie präpariertist. JedeseinzelneElektron,daszu diesemEnsemble
gehört,besitztdie Eigenschaft„kinetischeEnergie ]P^ _ `.)9a F “.
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Abbildung8.2:MomentaufnahmeeinerWellezueinembestimmtenZeitpunkt K .
8.3 Wellenfunktion einesfr eienElektr ons

Mit demobigenPräparationsverfahrenkönnenwir ein Ensemblevon Elektronenmit bestimmterkine-
tischerEnergie präparieren.Wie kannmandieseElektronenmathematischbeschreiben?Wie siehtdie
Wellenfunktionaus,die ihnenzugeordnetist?Die ausanderenBereichenderPhysikbekanntenWellen
(z.B. SeilwellenoderLichtwellen)sindharmonischeWellen(räumlichfortlaufendeSinus-undCosinus-
funktionen).Esist naheliegend,die WellenfunktionderElektronenversuchsweiseebensoanzusetzen:Rcb ^ _ ` S  U, K V�)9dfe g h�i D 0  jfk D 0 Klnm�oJp�q r e.i D 0  j�k D 0 Klnmf< (8.1)

Dabeisind d und p konstanteFaktoren.Der von K abhängigeTermgibt die ZeitabhängigkeitderWelle
aneinembestimmtenOrt wieder. Abb. 8.2zeigtdie MomentaufnahmederWelle zu einembestimmten
Zeitpunkt K .
In Gleichung(8.1) tauchtdastypischeKennzeicheneinerWelle, die Wellenlänge

j
auf.Bereitsin Ab-

schnitt5.3 habenwir dasWellenverhaltenvon Elektronenquantitativ erfasstund ihneneineWelle, die
de-Broglie-Wellenlänge j ) %! ) %s D ? ]P^ _ ` (8.2)

zugeordnet.Wir greifen nun auf diesesErgebniszurück und setzendiesenAusdruck in die Formel
(8.1)ein. Die Bedeutungvon

j
wird nunklar: Es ist die WellenlängederdenElektronenzugeordneten

Wellenfunktion.

Mit derAbkürzung t%u)9%YN D 0 erhaltenwir:

Die Wellenfunktion, die einem auf kinetische Energie vTw x y präparierten Ensemblevon
Quantenobjektenzugeordnetist, lautet:zT{ w x y�| }�~ � �T����� � �J��� ��� vTw x y�� � }���� � ������3�M� � �>�L� ��� vTw x y�� � }���� � ���� �

(8.3)

8.4 Operatorenfür physikalischeGrößen

Im vorausgegangenenAbschnittwurdeuntersucht,wie Quantenobjektemathematischzu beschreiben
sind.Die Vorgehensweiseorientiertesich dabeian demin ExperimentenüblichenVerfahren:Um ein
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ExperimentanQuantenobjektendurchführenzukönnen,mussmansieerstin dengewünschtenZustand
bringen,d. h. einePräparation durchführen.In unseremFall wurdenElektronenmit einerBeschleuni-
gungsspannungsopräpariert,dasssiedie Eigenschaft„kinetischeEnergie“ besitzen.

Diesemexperimentellen„Herstellen“einesbestimmtenZustandsdurchPräparationentsprichtauf der
theoretischenSeitedie AngabeeinerWellenfunktion. Dies ist in Abb. 8.3 symbolisiert.Mit derWel-
lenfunktionkannmanein durchPräparationhergestelltesEnsemblevon Quantenobjektencharakteri-
sieren. DenElektronen,die mit einerBeschleunigungsspannung in einenZustandmit derEigenschaft
„kinetischeEnergie ]P^ _ ` “ gebrachtwurden,ist zurBeschreibungdie Wellenfunktion Rcb ^ _ ` (Gleichung
(8.3))zugeordnet.

UmgekehrtkannmandiefolgendeexperimentelleSituationbetrachten:ManhateinaufkinetischeEner-
gie präpariertesEnsemblevon ElektronenvorliegenundmöchtedenWert der kinetischenEnergie er-
schließen.Im ExperimentgeschiehtdiesdurcheineMessung. Die ElektronentreffenaufeinMessgerät,
dieseszeigtnachderMessungdenWert derkinetischenEnergie an(Abb. 8.4(a)).

GleichermaßensolltemanauchausderWellenfunktion Rcb ^ _ ` ermittelnkönnen,welchenWert der ki-
netischenEnergie daszugehörigeEnsemblebesitzt.Es sollte alsomöglich sein,wie in Abb. 8.4 (b)
dargestellt,mit Hilfe einermathematischenOperationausderWellenfunktion Rcb ^ _ ` denWertvon ]P^ _ `
zuerhalten.Diesleistenin derQuantenmechanikdie Operatoren.

Mathematischer Einschub: Operatoren
Ein Operator ist die Anweisung, eine bestimmte mathematische Operation an der Wellenfunk-
tion R durchzuführen. Dabei kann es sich um so einfache Operationen wie die Multiplikation
mit einer Konstanten oder einer Funktion handeln oder um eine eher komplizierte Operation
wie die Differentiation.

Man symbolisiert die Anwendung eines Operators �d auf die Wellenfunktion R durch die
Schreibweise �d.R . Das „Dach“ über dem d soll dabei deutlich machen, dass es sich um einen
Operator handelt. Ist �d der Operator „Multiplikation mit der Konstanten � “, so bedeutet �d.R die
Anweisung „multipliziere R mit der Konstanten � “:�d.R steht für � 4 R.< (8.4)

Wenn �p der Operator „Differentiation nach  “ ist, heißt �pnR „differenziere die WellenfunktionR “: �pnRTS  YV steht für RL� S  YV�) '1RTS  YV'1 < (8.5)

EKin = qUb

Ub

Präparation Wellenfunktion

ψEkin

Abbildung8.3:PräparationundWellenfunktion
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Abbildung8.4:AnalogiezwischenMessungundAnwendungeinesOperators

Man kann auch kurz schreiben �pM) ''1 (8.6)

und meint damit, dass �p , angewandt auf eine beliebigen Wellenfunktion, die Anweisung zur
Differentiation nach  bedeutet.

8.5 Der Operator der kinetischenEnergie

Mit demKonzeptdesOperatorsist esmöglich, die eingangsgestellteFragezu bearbeiten:Wie kann
manausderWellenfunktionfür auf kinetischeEnergie ]P^ _ ` präparierteElektronen

Rcb ^ _ ` S  U, K V�)9dfe g h � s D ? ]P^ _ `t% 4  k D 0 Kl � oJp�q r e � s D ? ]P^ _ `t%¡4  k D 0 Kl � < (8.7)

denWert der kinetischenEnergie gewinnen?Gesuchtist ein Operator �]P^ _ ` , dernachAnwendungauf
die Wellenfunktion Rcb ^ _ ` denWert ]P^ _ ` liefert. Wie könntedieskonkretaussehen?

DirektesAuflösenvon (8.7)nach ]P^ _ ` funktioniertnicht,denn]P^ _ ` stehtim ArgumentderSinus-bzw.
Kosinusfunktion. SelbstwenneinederKonstantend oder p Null wäreundmandie inversenWinkel-
funktionenanwendenkönnte,würdedieszu einermathematischhöchstverwickeltenRechenvorschrift
führen.Dies widersprächedemphysikalischenEinfachheitsprinzip: GrundlegendephysikalischeGrö-
ßenwie die kinetischeEnergiesolltendurcheinfachemathematischeOperationendargestelltwerden.
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Abbildung8.6:WirkungdesOperators �]P^ _ ` aufdie Wellenfunktion Rcb ^ _ ` .
DasdirekteAuflösennach ]P^ _ ` führt alsonicht zum Ziel. Anscheinendmussder Operator �]P^ _ ` den
WertderkinetischenEnergieaufandereWeiseliefern.Die folgendeÜberlegungkannunsweiterhelfen:
Zunächsthaltenwir fest, dassdie AnwendungeinesOperatorsauf eine Wellenfunktionwieder eine
Wellenfunktionergibt. Zum Beispielergibt die AnwendungdesOperators �p¥)§¦¦ " auf die FunktionRTS  YVc)9dfe g hcS  YV eineneueFunktion dfq r e S  YV . Diesist in Abb. 8.5symbolisiert.

Waskönntedie Wellenfunktionsein,die sich durchAnwendendesOperators �]P^ _ ` auf Rcb ^ _ ` ergibt?
Die Wellenfunktion Rcb ^ _ ` repräsentiertein Ensemblevon Elektronen,dasdie Eigenschaft„kinetische

Energie“ besitzt. Die plausibelsteAnnahmeist,dassderOperator �]P^ _ ` dieseWellenfunktionweitgehend
unverändertlässt.(Als Analogiedenkemanan denNewtonschenPrismenversuchin Kapitel 2 zurück
(Abb. 2.3): Dasmit Prismaund Blendeauf die Eigenschaft„Wellenlänge“präparierteLicht wurdein
einemzweitenPrismanicht weiter aufgefächert:Es blieb unverändert.)Da die Wellenfunktion(8.7)
nur bis auf konstanteFaktorenfestgelegt ist, ist diesdannder Fall, wenn �]P^ _ ` Rcb ^ _ ` sich von Rcb ^ _ `
höchstensumeinenkonstantenVorfaktorunterscheidet,alsoproportional zu Rcb ^ _ ` ist:�]P^ _ ` Rcb ^ _ `A¨ Rcb ^ _ ` < (8.8)

Wir stellenalsoandenOperatorderkinetischenEnergie zweiForderungen(Abb. 8.6):© Die AnwendungdesOperators �]P^ _ ` auf die Wellenfunktion Rcb ^ _ ` soll diesebis auf konstante
Faktorenreproduzieren.© Essoll dabeidie InformationüberdenWertderkinetischenEnergie geliefertwerden.

67



EinemathematischeOperation,welchedie Sinus-undKosinusfunktionenin derWellenfunktion Rcb ^ _ `
reproduziert,ist die Ableitung. Dif ferentiationvon e g hUS  YV führt zum Kosinus,nochmaligeAbleitung
wiederzurückzu

k e g hcS  YV . Soergibt sichz. B. für denerstenTermaus(8.7)nacheinmaligerAbleitung:''1 �ª e g h � s D ? ]P^ _ `t%¡4  k D 0 Kl ��« ) s D ? ]P^ _ `t%¬ª q r e � s D ? ]P^ _ `t%¡4  k D 0 Kl ��« < (8.9)

NochmaligeAbleitungliefert:' ['1 [ ª e g h � s D ? ]P^ _ `t% 4  k D 0 Kl �L« ) k D ? ]P^ _ `t% [ ª e g h � s D ? ]P^ _ `t%¡4  k D 0 Kl ��« < (8.10)

Für den Kosinus-Term in (8.7) gilt eine entsprechendeGleichung,so dassdie Wellenfunktionnach
zweimaligerDif ferentiationin derTatbisauf einenFaktorreproduziertwird:'1['1 [ Rcb ^ _ ` S  YV�) k D ? ]P^ _ `t% [ 4 Rcb ^ _ ` S  YV < (8.11)

Damit ist die erstederbeidenForderungenerfüllt. Multiplizieren wir beideSeitenderGleichung(8.11)
mit
k t% [ NYS D ? V , ergibt sich: k9t% [D ? '1['1 [ Rcb ^ _ ` S  YV�)9]P^ _ ` 4 Rcb ^ _ ` S  YV < (8.12)

Der Operator, der auf der linken SeitedieserGleichungauf die Wellenfunktionwirkt, erfüllt beide
Forderungen,die wir andenOperatorderkinetischenEnergie gestellthaben.Er reproduziertnicht nur
die Wellenfunktion Rcb ^ _ ` , sonderngibt auchdenWert der kinetischenEnergie an: ]P^ _ ` ist geradeder
Proportionalitätsfaktorauf derrechtenSeite.Wir schließenalso:

Der OperatorderkinetischenEnergie ist­vTw x y �®� ���¯���§° ¯° } ¯
� (8.13)

Wendet man ihn auf eine Wellenfunktion
zT{ w x y an, die eine Ensemblevon Quanten-

objekten mit bestimmter kinetischer Energie beschreibt, wird die Wellenfunktion repro-
duziert; der Proportionalitätsfaktor gibt denWert derkinetischenEnergiewieder:­vTw x y zT{ w x y�� vTw x yu� zT{ w x y (8.14)

In der letztenGleichungist zu beachten,dass �]P^ _ ` auf derlinken Seiteein Operator ist (d. h. eineAn-
weisung,einemathematischeOperationan einerWellenfunktiondurchzuführen),]P^ _ ` auf der rechten
SeitedagegeneineZahl, diedenWert derkinetischenEnergie angibt.

8.6 Eigenwertgleichung

Mit demOperatorderkinetischenEnergie habenwir ein systematischesVerfahrengefunden,denWert
der kinetischenEnergie auseinerWellenfunktion Rcb ^ _ ` zu ermitteln.Wenndasdie einzigeAufgabe
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wäre,zudermandenOperator �]P^ _ ` benutzenkönnte,wärederAufwandim VerhältniszumNutzenrecht
hoch.AberOperatorenfür physikalischeGrößenhabenin derQuantenmechaniknochandereAufgaben.
Sie erlaubenes,auf die Fragezurückzukommen,ob und wannmanQuantenobjekteneinebestimmte
dynamischeEigenschaft zuschreibenkann. DieseFragehattesichbei denExperimentenmit einzelnen
Photonenin Kapitel 2 unddenDoppelspaltexperimentenin Kapitel 5 alseinesderzentralenElemente
erwiesen,dasdie Quantenmechanikvon derklassischenPhysikunterscheidet.Mit derBenutzungvon
Operatoren,die auf Wellenfunktionenangewendetwerdenkönnen,lässtsichdiesesProblemnunauch
aufdertheoretischenEbeneangehen.

Im letztenAbschnittwurdederOperatorderkinetischenEnergie nurauf Wellenfunktonenvon Quante-
nobjektenangewendet,die die Eigenschaft„kinetischeEnergie“ wirklich besitzen(alsoauf kinetische
Energiepräpariertwurden).Esgibt auchQuantenobjekte,diedieseEigenschaftnicht besitzen. Waspas-
siert,wennman �]P^ _ ` auf eineWellenfunktion RTS  YV anwendet,die solcheQuantenobjektebeschreibt?

Beispiel (Gaußsche Wellenfunktion): Betrachten wir die WellenfunktionR�±�² ³ ´ S  YV ¨ E 5�µ ¶ · ¶ ¸ ¹ ºº » º , (8.15)

die ein Ensemble von Quantenobjekten beschreibt, das die Eigenschaft kinetische Energie
nicht besitzt. Sie besitzt die Form einer Gaußschen Glockenkurve. Nach Gleichung (5.12) gibtZ RTS  YV Z [ die Wahrscheinlichkeit dafür an, ein Quantenobjekt am Ort  nachzuweisen. R�±�² ³ ´ S  YV
beschreibt also eine um den Ort  �¼ zentrierte Wahrscheinlichkeitsverteilung mit der Breite ½ .
Wendet man �]P^ _ ` auf diese Wellenfunktion an, ergibt sich

�]P^ _ ` R�±�² ³ ´ S  YV�) k9t% [D ? '1['1 [ E 5�µ ¶ · ¶ ¸ ¹ ºº » º ) k�t% [D ?¾� S  k  �¼ V [½ 7 k¿-½ [ � E 5�µ ¶ · ¶ ¸ ¹ ºº » º < (8.16)

Dies kann nicht in der Form �]P^ _ ` R�±�² ³ ´ S  YV�)9À.r1h1e Á Â h Á Ã 4 R�±�² ³ ´ S  YV geschrieben werden.

In denbeidenbisherbetrachtetenBeispielenhatsichgezeigt:EineWellenfunktion,dieQuantenobjekten
mit derEigenschaft„kinetischeEnergie“ entspricht,wird bei AnwendungdesOperators �]P^ _ ` reprodu-
ziert. Für eineWellenfunktion,die QuantenobjekteohnedieseEigenschaftbeschreibt,ist dasnicht der
Fall. Diesgilt nicht nur für diesebeidenspeziellenBeispiele,sondernist eineallgemeineTatsache:

Wenn �]P^ _ ` auf eineWellenfunktion RTS  YV angewandtwird unddasErgebnisnicht proportionalzu RTS  YV
selbstist, besitzendie durch RTS  YV beschriebenenQuantenobjektedie Eigenschaft„kinetischeEnergie“
nicht. Misst mananeinemEnsemblesolcherQuantenobjektedie kinetischeEnergie,erhältmankeinen
einheitlichenMesswert,sonderndie Messwertestreuen(vgl. Abschnitt7.3).

Wenndagegen �]P^ _ `cRTS  YV proportionalzu RTS  YV ist, besitzendie Quantenobjektedie Eigenschaft„kine-
tischeEnergie“. Mansagtin diesemFall, dassdie Eigenwertgleichung �]P^ _ `cRTS  YVc)9]P^ _ ` 4 RTS  YV erfüllt
ist. Die Zahl ]P^ _ ` , die denWert der kinetischenEnergie angibt,nenntmandenEigenwert derkineti-
schenEnergie.Bei einerMessungderkinetischenEnergiewird dieserWert in jedemFall gefunden.Die
Messwertestreueninnerhalbdesdurch RTS  YV beschriebenenEnsemblesnicht.
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Abbildung8.7:EigenwertgleichungalsMaschine

Mit dem Operator
­vTw x y kann man die Frage beantworten: Besitzendie Quantenobjekte,

dievon einer bestimmtenWellenfunktion
z | }L� beschriebenwerden,die Eigenschaft„kine-

tischeEnergie“ odernicht?è Wenn die Wellenfunktion die Eigenwertgleichung­vTw x y z | }L�A� vTw x yu� z | }L� (8.17)

erfüllt, besitzendie Quantenobjekte tatsächlich die Eigenschaft„kinetische Energie“.
Der Wert der kinetischen Energie, den man den Quantenobjekten in diesemFall zu-
schreiben kann, wird durch den Proportionalitätsfaktor vTw x y (den Eigenwert der ki-
netischenEnergie)angegeben.è Ist die Eigenwertgleichungnicht erfüllt, besitzendie durch

z | }L� beschriebenenQuan-
tenobjektedie Eigenschaft„kinetische Energie“ nicht.

Natürlich gilt dies nicht nur für die Eigenschaft„kinetischeEnergie“, sondernauchfür alle anderen
dynamischenEigenschaften(z. B. Impuls).Zu jederdynamischenEigenschaftd gehörteinOperator �d .
Man kannentscheiden,ob Quantenobjekte,die durcheineWellenfunktion R beschriebenwerden,die
Eigenschaftd besitzen,indemmandie zugehörigeEigenwertgleichung�d.R�)9é ¼ R betrachtet.

Man kann die Eigenwertgleichunganschaulichals eine Art „Maschine“ auffassen(Abb. 8.7). Wenn
maneineWellenfunktion R in die Maschine„füttert“, zeigtsiean,obQuantenobjekteim ZustandR die
Eigenschaftd besitzenodernicht.Dazuwird getestet,ob �dfR proportionalzu R ist. LautetdieAntwort
„ja“, zeigtdie MaschinezusätzlichdenWertvon d an(dieProportionalitätskonstante é ¼ ).
8.7 Operator der Gesamtenergie

Mit der Eigenwertgleichunghabenwir einesystematischeMethodegefunden,um herauszufinden,ob
QuantenobjekteeinebestimmtedynamischeEigenschaftbesitzenodernicht.Bisherkonntenwir sienur
für einenOperator– denderkinetischenEnergie – anwenden.
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EinedynamischeEigenschaft,die in derQuantenmechanikeinebesondersgroßeRollespielt,ist dieGe-
samtenergie. In derklassischenPhysikist die Gesamtenergie ]Pê ë ì die SummeauskinetischerEnergie]P^ _ ` undpotentiellerEnergie í . Die Frageist: Wie siehtderquantenmechanischeOperatorfür die Ge-
samtenergie aus?Im Fall derkinetischenEnergie enthieltderOperatordie Anweisungzurzweimaligen
Dif ferentiation.Gilt für diepotentielleEnergieetwasÄhnliches?WelcheFormbesitztderentsprechende
Operator?

Um auf die Gesamtenergie zu kommen,reicht esnicht mehraus,wie bisherfreie Elektronenzu be-
trachten.Wir müssenElektronenin einemPotential untersuchen.Dazubetrachtenwir einenmöglichst
einfachenFall: Elektronenbewegensich in einemkonstantenPotentialund werdenauf einerkurzen
Streckebeschleunigt.Anschließendist dasPotentialwiederkonstant(Abb. 8.8).

Experiment 9.1 (Gedankene xperiment): Wir betrachten Elektronen, die auf feste kinetische
Energie ] ¼^ _ ` präpariert worden sind (indem sie z. B. eine Beschleunigungsspannung durchlau-
fen haben, vgl. Abschnitt 8.2). In der Region I in Abb. 8.8 besitzen sie diese Eigenschaft. Der
Elektronenstrahl durchläuft nun eine weitere Beschleunigungsspannung F (Region II in Abb.
8.8), so dass die Elektronen anschließend in region III eine andere kinetische Energie ] (III)^ _ `
besitzen.

Der Potentialverlauf ist in Abb. 8.9 dargestellt.In denRegionenI und III hatdasPotentialeinenkon-
stantenWert,denneswirkt keineBeschleunigungsspannung.Insgesamtgilt:© RegionI: DasPotentialhatdenkonstantenWert í�S  YVP)(* . Die Elektronenbesitzendie Eigen-

schaft„kinetischeEnergie“. Ihr Wert ist ] (I)^ _ ` .© RegionII: Die Elektronenwerdendurchdie angelegteSpannungbeschleunigt.ÜberihreEigen-
schaftenlässtsichkeineAussagemachen.© RegionIII: DasPotentialhatdenkonstantenWert í�S  YV�)9íY¼ mit íY¼Tî�* . DadieBeschleunigung
durcheineSpannungeinVerfahrenzurPräparationderEigenschaft„kinetischeEnergie“ darstellt,
besitzendie auslaufendenElektronenin Region III dieseEigenschaft.Ihr Wert ist ] (III)^ _ ` .

Mit Hilfe dieserBeziehungenkönnenwir unsdie Wellenfunktionvon Quantenobjektenin einemkon-
stantenPotential(alsoin derRegion III) erschließen.Wir nutzendazuaus,dassdie Elektronensowohl
in derRegion I als auchin der Region III die Eigenschaft„kinetischeEnergie“ besitzen.Die Wellen-
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Abbildung8.8: Auf kinetischeEnergie präparierteElektronendurchlaufennochmalseineBeschleuni-
gungsspannung
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Abbildung8.9:Potentialverlaufin denRegionenI – III.

funktonfür Elektronenmit dieserEigenschaftist abernachGleichung(8.7) bekannt.In Region III gilt
demnach: R (III) S  U, K Vc)9dfe g h�òó.ô D ? ] (III)^ _ `t%õ4  k D 0 Kl (III) ö÷ o�< < < < (8.18)

(derEinfachheithalberbetrachtenwir nur denerstenTermvon Gleichung(8.7); für denzweitenTerm
verläuftdie Rechnunganalog).

Nun könnenwir die kinetischeEnergie ] (III)^ _ ` in dieserGleichungdurchdie Gesamtenergie ausdrücken.
Dennwie in derklassischenPhysikgilt nachdemEnergieerhaltungssatz:]Pê ë ìc) ] (I)^ _ ` o�*ø ù ú û

Gesamtenergie in derRegionI ü ýcþ " ÿ �Y¼ ) ] (III)^ _ ` oJíY¼ø ù ú û
Gesamtenergie in derRegionIII

(8.19)

Fürdie kinetischeEnergie in Region III gilt also:] (III)^ _ ` )9]Pê ë ì k íY¼ (8.20)

Wir könnendiesin die WellenfunktionR (III) einsetzenunderhaltenalsErgebnisfür dieWellenfunktion
für ein Ensemblevon Elektronenim konstantenPotential

���
:

R (III) S  U, K Vc)9dfe g h�òó.ô D ? S ]Pê ë ì k íY¼ Vt% 4  k D 0 Kl (III) ö÷ o�< < < < (8.21)

Mit diesemResultatkönnenwir zur nächstenFragekommen:Wasist derOperator der Gesamtener-
gie? Gesuchtist ein Operator, derbei Anwendungauf die Wellenfunktion(8.21)denWert derGesamt-
energie liefert. Er soll die Gleichung �]Pê ë ì R (III) )9]Pê ë ì 4 R (III) (8.22)

erfüllen.Um denOperatorder kinetischenEnergie zu finden,habenwir die Wellenfunktionzweimal
differenziert.Versuchenwir mit R (III) dasgleiche,ergibt sich:'1['1 [ R (III) ) k D ?t% [ S ]Pê ë ì k íY¼ V 4 R (III) < (8.23)
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Multiplikation mit
k t% [ NYS D ? V liefert:k t% [D ? ' ['1 [ R (III) )(S ]Pê ë ì k íY¼ V 4 R (III) < (8.24)

Bringt mannunnochdenTerm íY¼ 4 R (III) auf die linke Seite,hatdie Gleichungdie gewünschteForm:

ª k�t% [D ? ' ['1 [ oJíY¼ « R (III) )9]Pê ë ì 4 R (III) < (8.25)

Wir könnenandieserGleichungdurchVergleichmit (8.22)denOperatorderGesamtenergieablesen.Es
ist derin eckigenKlammernstehendeAusdruck.In unseremBeispielhandelteessichum ein räumlich
konstantesPotential:í�S  YV�)9íY¼�) const. DasErgebnisgilt aberauchfür allgemeinerePotentiale,wenn
man íY¼ durch í�S  YV ersetzt.

Der OperatorderGesamtenergieist­v�� � � �®� ��c¯��� ° ¯° } ¯ � � | }L� � (8.26)

Er setztsichausdemOperator der kinetischenEnergieund demOperator der potenten-
tiellen Energie zusammen:

­v�� � � � ­vTw x y � ­v	� 
 � . Dabei entspricht der Operator
­v	� 
 �

einfachder Multiplikation der Wellenfunktion mit
� | }L� .

8.8 Die Grundgleichung der Quantenmechanik

Zustände,in denendie Antreffwahrscheinlichkeit Z RTS  YV Z [ sichzeitlich nicht verändert,spieleneinebe-
sondersgroßeRolle in derQuantenmechanik.BeispieledafürsinddergleichmäßigeFlussvonElektro-
nenin einemKathodenstrahlunddieZustände,dieElektronenin Atomeneinnehmen.Mannenntsolche
Zuständemit einerzeitunabhängigenAntreffwahrscheinlichkeitstationäreZustände.

Quantenobjektein stationärenZuständentauschenwegenihrer ZeitunabhängigkeitkeineEnergie mit
ihrer Umgebung aus.Sie besitzenalso einenzeitlich konstantenWert der Energie (d. h. sie besitzen
die Eigenschaft„Gesamtenergie“. Der Grund,warumdieserEigenschafteinesogroßeBedeutungin
derQuantenmechanikzukommt,ist: Um diestationärenZuständevonQuantenobjektenzufinden,muss
manZuständemit derEigenschaft„Gesamtenergie“ suchen.

Wie findetmanZuständemit einerbestimmtenGesamtenergie?In Abschnitt8.6 wurdeschonein Ver-
fahrengefunden,mit dem man entscheidenkann,ob eine Wellenfunktion RTS  YV Quantenobjektemit
einerbestimmtenEigenschaftbeschreibt:ManbetrachtetdieEigenwertgleichungfür dieseEigenschaft.
Deshalbmussman,um stationäreZuständezu finden,die Eigenwertgleichungder Gesamtenergie
betrachten: �]Pê ë ì RTS  YV�)9]Pê ë ì 4 RTS  YV , (8.27)

oder, wennman �]Pê ë ì ausschreibt:

ª k�t% [D ? '1['1 [ oJí�S  YV « RTS  YVc)9]Pê ë ì 4 RTS  YV S V (8.28)

Die Eigenwertgleichungfür dieGesamtenergie ist einederwichtigstenGleichungenin derQuantenme-
chanik.SieheißtSchrödinger-Gleichung.
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Abbildung8.10:Coulomb-Potential

Ein Zustand mit zeitunabhängigerAntr effwahrscheinlichkeit 
 z | }L� 
 ¯ heißt stationärer
Zustand. Quantenobjekte in stationären Zuständen besitzendie Eigenschaft „Gesamt-
energie“. Ihr e Wellenfunktion

z | }L� erfüllt die Schrödinger-Gleichung, d. h. die Eigen-
wertgleichungfür die Gesamtenergie

ª � �� ¯��� ° ¯° } ¯
� � | }L� « z | }L�T� v�� � �P� z | }L� � (8.29)

Um die physikalischenZuständez. B. von Elektronenin Atomenzu ermitteln,mussmanWellenfunk-
tionenauffinden,die die Schrödinger-Gleichungerfüllen,wenndasjeweilige Potential í�S  YV , dasdie
physikalischeSituationbeschreibt,vorgegebenist. Daherist die Schrödinger-Gleichungdie Grundglei-
chungderQuantenmechanik,vergleichbarmit derNewtonschenGleichungin derMechanik.

8.9 DasAuffinden stationärer Zuständemit der Schrödinger-Gleichung

Bisherhabenwir Eigenwertgleichungenals eine„Maschine“benutzt,um nachzuprüfen,ob eineWel-
lenfunktion RTS  YV die entsprechendeEigenschaftbesitzt (vgl Abb. 8.7). Statt sich nun verschiedene
Wellenfunktionenauszudenkenundeinenachderanderendurchzuprobieren,kannmanversuchen,die
Schrödinger-Gleichungdirektzu lösen,um diejenigenWellenfunktionenzu finden,die Ensemblesmit
derEigenschaft„Gesamtenergie“ beschreiben.Dabeigehtmanfolgendermaßenvor:

1. AnalysederphysikalischenSituation.DerersteSchrittbestehtdarin,dasPotentialíuS  YV zufinden,
dasauf die betrachtetenQuantenobjekteeinwirkt. Als Beispielbetrachtenwir dasWasserstoffa-
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Abbildung8.11:VorgehensweisebeimLösenderSchrödinger-Gleichung

tom: Hier bindetein lokalisierterKerngenauein Elektrondurchdie Coulomb-Kraftansich.Das
Potential,in demsichdasElektronbefindet,ist alsodasCoulomb-Potential(Abb. 8.10).í�S � V�) k -/10�� ¼ E [� < (8.30)

2. EinsetzendesPotentialsin dieSchrödinger-Gleichung.DasPotentialwird nunin dieSchrödinger-
Gleichungeingesetzt.Man erhälteineGleichung,die RTS  YV erfüllen,muss,damit esdie Eigen-
schaft„Gesamtenergie“ besitzt.

3. Lösender Schrödinger-Gleichung In der Schrödinger-Gleichung �]Pê ë ì RTS  YVf) ]P^ _ ` 4 RTS  YV ist
nur der Operator �]Pê ë ì vorgegeben.Die Wellenfunktion RTS  YV undauchderEigenwert ]Pê ë ì sind
zunächstnochunbekannt.SiemüssendurchLösungderEigenwertgleichungaufgefundenwerden
(vgl. Abb. 8.11).Da derOperatorderGesamtenergie die Anweisungzur Dif ferentiationnach  
enthält,handeltessich bei der Schrödingergleichungum eineDiffer entialgleichung, d. h. um
eineGleichung,in demnebenRTS  YV nochdie Ableitungen R � � S  YV (und ggf. R � S  YV ) vorkommen.
DasLöseneinersolchenGleichungist oft nichteinfach.Dahermussmansichoft aufvereinfachte
ModellebeschränkenoderzuNäherungsverfahrengreifen.

DasLösenderSchrödingergleichungfür denhierbetrachtetenFall desWasserstoffatoms(d.h.einElek-
tron im Coulomb-Potential)ist mit unserenmathematischenMethodennichtzubewältigen.Wir müssen
unsdaheraufeinfachereSystemebeschränken,zuNäherungsverfahrengreifenodernumerischeMetho-
denbenutzen.Im folgendenAbschnittwird mit demunendlichhohenPotentialtopfeinSystembetrach-
tet, für daswir die Schrödinger-Gleichunglösenkönnen.DasWasserstoff-Atom wird in Abschnitt9.7
behandelt,wo wir ein Näherungsverfahrenbenutzen.

8.10 Elektr onenim Potentialtopf

Mit demAufstellenderSchrödinger-Gleichungist manderrealistischenBeschreibungvon Quantenob-
jektenein großesStücknähergekommen.UnserInteresserichtetsichhauptsächlichaufdasVerständnis
derElektronenin Atomen.DieseElektronenwerdendurchelektrischeAnziehungskräfte(beschrieben
durchdasPotentialdesKerns)in derUmgebungdesAtomkernsfestgehalten.Quantenobjekte,diedurch
ein PotentialaufeinenbestimmtenRaumbereicheingeschränktsind,nenntmangebunden.

75



QuantenobjektezeigeneineReihevon neuen,verblüffendenEffekten,wennsie in einenbeschränkten
Raumbereich„eingesperrt“werden.Dazugehörendie Quantisierung der Energie undderTunnelef-
fekt. DiesePhänomenesollenin denfolgendenAbschnittenuntersuchtwerden.UmzunächsteinGespür
für die neuenEffektezu entwickelnunddie Umständezu verstehen,unterdenensieauftreten,soll zu-
ersteineinfachesModell für gebundeneElektronenbetrachtetwerden.In derFolgekönnenwir dannzu
komplizierterenundrealistischerenSystemenübergehen.

Als Prototyp für gebundeneSysteme,an dem

a

V(x)

x

Aufenthaltsbereich�
der Elektronen

V0

V→ ∞ V→ ∞

Abbildung 8.12:Potentialtopfmit unendlichhohen
Wänden

alle wesentlichenZügeschonklar hervortreten,
betrachtenwir Elektronen,die in einemPoten-
tialtopf gebundensind. Damit bezeichnetman
denin Abb. 8.12gezeigtenPotentialverlauf.Ein
Elektron ist in einenRaumbereichder Breite é
eingesperrt,ausdemesnicht entkommenkann:
Die „Wände“ desPotentialtopfsbilden eineun-
durchdringlicheBarriere;dasPotentialgehtdort
gegen Unendlich.Im Innern desPotentialtopfs
(d. h. für *��  �� é ) sollen dagegen auf die
ElektronenkeineKräfte einwirken.DasPotenti-
al besitzthiereinenkonstantenWert íY¼ .
DiesesModellpotential ist nicht nur besonders
einfach; es beschreibtauch durchausphysika-
lisch realistischeSysteme.Zum Beispiel kann
manElektronenin einemHalbleitermaterialmit
„Potentialwänden“ausIsolatormaterialeinsper-
ren.Die modernenTechnikenderHalbleiterher-
stellungerlaubenes,Strukturenim Nanometer-
bereichzu erzeugen.So kannmanElektronenin allen drei Raumdimensioneneinsperren(„Quanten-
punkte“)odersieauf eineRaumdimensionbeschränken(„Quantendrähte“).DasModell desPotential-
topfs (daswir hier zunächstin einereinzigenRaumdimensionbetrachten)beschreibtdas„Einsperren“
derElektronenquantitativ.

Nachdemwir denPotentialverlaufin derbetrachtetenphysikalischenSituationfestgelegt haben,können
wir unsereerstenErfahrungenbeimLösenderSchrödinger-Gleichungsammeln.Im InnerndesPotenti-
altopfslautetdie Gleichung(8.28):

ª k9t% [D ? '1['1 [ oJíY¼ « RTS  YVc)9]Pê ë ì 4 RTS  YV , S V (8.31)

odernachUmformung: ' ['1 [ RTS  YVc) k D ?t% [ S ]Pê ë ì k íY¼ V RTS  YV < (8.32)

Bei ]Pê ë ì und íY¼ handeltessichumKonstanten.Gesuchtist alsoeineFunktion RTS  YV , die nachzweima-
ligem Ableitenbis auf Proportionalitätsfaktorenwiederin sichselbstübergeht.Mit SinusundKosinus
kennenwir zweisolcherFunktionen.Wir versuchenesalsomit demAnsatzRTS  YV�)9d 4 e g hcS p� YV (8.33)

mit zweinochoffenenKonstantend und p . ZweimaligesAbleitendieserFunktionergibt'1['1 [ RTS  YVc) k p [ RTS  YV < (8.34)
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DasEinsetzenin (8.32)führt aufdie folgendeBestimmungsgleichungfür p :k p [ 4 RTS  YVc) k D ?t% [ S ]Pê ë ì k íY¼ V 4 RTS  YV (8.35)

In dieserGleichungsteht RTS  YV alsgemeinsamerFaktoraufbeidenSeitenundlässtsichherauskürzen:k p [ ) k D ?t% [ S ]Pê ë ì k íY¼ V (8.36)

oder pM) B D ?t% [ S ]Pê ë ì k íY¼ V < (8.37)

DasErgebnisdieserRechnungist also:Die Funktion

RTS  YVc)9d 4 e g h òó ô D ? S ]Pê ë ì k íY¼ Vt%  ö÷ (8.38)

erfüllt die die Dif ferentialgleichung(8.31).EineanalogeRechnungzeigt,dassdie Kosinusfunktion

RTS  YVc)9d 4 q r eAòó ô D ? S ]Pê ë ì k íY¼ Vt%  ö÷ (8.39)

ebenfallseineLösungist.

Die Dif ferentialgleichung(8.31)beziehtsichnuraufdasInneredesPotentialtopfs.Damit RTS  YV wirklich
eine Lösungder Schrödingergleichungdarstellt,müssendie Potentialwändebei  M)¾* und  C) é
berücksichtigtwerden.Sie garantieren,dassein Elektron nicht in den Aussenraumeindringenkann.
Die WahrscheinlichkeitZ RTS  YV Z [ , ein Elektrondort zu finden,ist Null. Als zusätzlicheBedingungandie
Wellenfunktionist alsozustellen,dasssieim AussenraumdesPotentialtopfsundanseinenWändenzu
Null wird. Insbesonderegilt alsRandbedingung:RTS  n)9* V�)9* sowie RTS  >)9é1V�)9*�< (8.40)

DieseRandbedingungensind die gleichenwie bei einerbei  9)®* und  �)¥é eingespanntenSaite.
Im Fall derSaitebildetensichstehendeWellen aus.Nur bestimmteWellenlängensindzulässig,denn
nur sie „passen“in dasIntervall der Länge é . EtwasAnalogesgilt für die Wellenfunktion RTS  YV . Die
Randbedingungen(8.40)stelleneinezusätzlicheForderungandie Wellenfunktionen(8.38)und(8.39)
dar, die nurbestimmteEnergiewertederElektronenim Potentialtopfzulassen.

Prüfenwir nach,wie dieRandbedingungenzuerfüllensind.Die BedingungRTS  >)9* V�)9* wird vonder
Sinusfunktionautomatischerfüllt, währendsiefür dieKosinusfunktionunerfüllbarist. Letzterescheidet
alsoalsLösungderSchrödinger-Gleichungaus.

Damit die zweite Bedingung,RTS  �) é1V�) * , erfüllt ist, mussdasArgumentder Sinusfunktionein
ganzzahligesVielfachesvon

0
sein.Esmussgelten:

ô D ? S ]Pê ë ì k íY¼ Vt% én)�� 4 0 S ��)C- , D , :�, < < < V , (8.41)

oderaufgelöstnach ] : ]Pê ë ìc) t% [ 0 [D ? é [ 4 � [ o�íY¼ < S ��)C- , D , :�, < < < V < (8.42)
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ψ� (x)

|ψ(x)|2

ψ(x)ψ(x)

|ψ(x)|2
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n=1 n=2 n=3

Abbildung 8.13: Wellenfunktionen(oben)und Wahrscheinlichkeitsdichten(unten)für die erstendrei
Zuständeim Potentialtopf

Die Energie der Elektronenim Potentialtopfkannnur die durchdieseGleichungzugelassenenWerte
annehmen.Diesist ein ganzzentralesErgebnisderQuantenmechanik.EsbesitztallgemeineGültigkeit:
GebundeneElektronenkönnennur bestimmteWerte der Energieannehmen.Im Fall desPotential-
topfswerdendiemöglichenEnergiewertedurchdieganzeZahl � beschrieben,diemanalsQuantenzahl
bezeichnet.Zu jedemWert von � gehörtein bestimmterWertvon ] .

Die Energie von Elektronen in einemPotentialtopf der Breite � ist quantisiert. Siekann
nur die Werte v	� � ��c¯ � ¯��� � ¯ � � ¯ � ��� � | � ����~ � ~ �U~ � � � � (8.43)

annehmen,die durch die Quantenzahl � gekennzeichnetwerden.

Die Wellenfunktionenfür die Zuständemit ��)C- , D , : sindin Abb. 8.13obendargestellt.Die Analogie
mit denstehendenWellen bei der eingespanntenSaiteist offensichtlich.Untenin der Abbildung sind
die entsprechendenWahrscheinlichkeitsdichten Z RTS  YV Z [ aufgetragen.

Als letztesmussdie bishernochunbestimmteKonstanted in derWellenfunktion(8.38)festgelegt wer-
den.Berücksichtigtmandie Wahrscheinlichkeitsinterpretation von Z RTS  YV Z [ , mussmandie Forderung
stellen,dassmanbeieinerMessungdasElektronmit Sicherheitirgendwoim Potentialtopffindenmuss.
Integriert mandie Wahrscheinlichkeitsdichte Z RTS  YV Z [ überdie gesamteBreitedesPotentialtopfs,muss
sichdaherdie Wahrscheinlichkeit1 ergeben:�! 

¼ Z RTS  YV Z [ '1 >)C- < (8.44)

Auswer tung des Integrals: Um das Integral zu berechnen, vereinfachen wir zuerst das Argu-
ment der Wellenfunktion (8.38)mit Hilfe von Gleichung (8.41). Die Wellenfunktion wird damitRTS  YV�)9d 4 e g hfi � 0é  �mf< (8.45)
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Wir haben also zu berechnen
�! 
¼ d [ 4 e g h [ i � 0é  m < '1 (8.46)

Das Integral kann man selbst berechnen (durch partielle Integration und Ausnutzen der Identi-
tät e g h [  AoJq r e [  u)C- ) oder in einer Integraltabelle nachschlagen. Es ergibt sich:d [�" -D  k é/10 � e g h D 0 �� é$#  " �Y¼ < (8.47)

Nach Einsetzen der Integralgrenzen werden alle Terme bis auf einen zu Null und man erhält
als Ergebnis d [ 4 -D éY< (8.48)

die Konstante d soll so gewählt werden, dass dies zu 1 wird. Das ist der Fall, wenn

d�)&% Dé < (8.49)

Mit diesemWert für d könnenwir die vollständigeWellenfunktionnoch einmal zusammenfassend
hinschreiben:

Die stationären Zustände von Elektronen in einem unendlich hohen Potentialtopf der
Breite � werdendurch folgendeWellenfunktionen beschrieben:z � | }L�T� B �� � � � i � �� } m � | � �'��~ � ~ �U~ � � � � (8.50)
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Kapitel 9

Atome

9.1 Wassind Atome?

Schondie Philosophenim klassischenGriechenlandstelltensichdie Frage,waspassiert,wennmanin
Gedankenin immer kleinereDimensionender Materievorstößt.Sind alle Stoffe im kleinengenauso
aufgebautwie im großenoderstößtman irgendwannauf fundamentaleBausteineder Materie?Über
Jahrtausendehinweg bechäftigtedieseFragedie Gelehrten.Den kleinstenMateriebausteinenwurde
auchein Namegegeben(wennmanauchsonstkeinenähereVorstellungvon ihnenhatten):Mannannte
sieAtome.

Erst im Verlauf des19. Jahrhundertskam amndenAtomennäher:Die Gesetzeder chemischenBin-
dungkonntenverstandenwerden,wennmanannahm,dassjedeschemischeElementausgleichartigen
Atomenbesteht.UnterschiedlicheAtomsortenkönnensich zu chemischenVerbindungenzusammen-
lagern.Weil jedesAtom einecharakteristischeMassebesitzt,konntemanmit demdiesemModell die
GewichtsverhältnisseverschiedenerchemischerVerbindungenvorhersagen.

EinweitererHinweisaufdieExistenzvonAtomenkamausderkinetischenGastheorie,womandieGas-
gesetzeauseinemModell herleitenkonnte,in demAtomedurchelastischeStößemiteinanderwechsel-
wirken.Die modernePhysikhatdie HypothesevomatomarenAufbauderMaterieaufvielfältigeWeise
bestätigt.HeuzutagekannmansogareinzelneAtomein „Fallen“ einsperrenunddasvon ihnenausge-
sendeteLicht beobachten.Mit Hilfe desTunneleffekts(Abschnitt10.x) kannmaneinzelneAtomeauf
Festkörperoberflächen„sichtbar“machen.

Die modernePhysikhatauchgezeigt,dassdieAtomekeineelementarenBausteinesind.Siebesitzenei-
neStruktur. Siebestehenauseinemsehrkleinen,positiv geladenenAtomkern,andendurchelektrische
AnziehungElektronengebundensind.DerAtomkernkanngeradesovieleElektronenbindenwie erpo-
sitiveKernbausteine(Protonen)besitzt.Dadurchwird dieAtomsorte(Wasserstoff, Sauerstoff, Eisen.. . )
festgelegt, denndie Zahl derElektronenbestimmt,wie sichdasAtom chemischverhält.

9.2 Linienspektren

WennleuchtendeGaseLicht aussenden,emittierensienichtalleFarbenin gleicherWeise.Die Gasatome
emittierennur ganzbestimmteLichtwellenlängen.Man siehtdies,wennmandasvon einemLeuchtgas
ausgesandteLicht spektralzerlegt undesmit demSpektrumvon „gewöhnlichem“Licht vergleicht.

Experiment 10.1: Untersuchen Sie mit einem Taschenspektroskop zuerst das auf einer wei-
ßen Wand reflektierte Tageslicht. Sie sehen eine kontinuierliche Verteilung aller Spektralfarben.
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() * + ,
Abbildung9.1:Aufbauzur VermessungdesWasserstoffspektrums-. / 0

Abbildung9.2:LinienspektrumdesWasserstoffs

Beobachten Sie anschließend das Licht verschiedener Leuchtstoffröhren und einer Quecksil-
berdampflampe. Hier werden sie einzelne Linien bestimmter Farben finden. Man nennt ein
solches Spektrum ein diskretes oder Linienspektrum .

Mit demfolgendenVersuchsaufbaulässtsichdasLinienspektrumvon Wasserstoff genauervermessen:

Experiment 10.2: Eine Balmer-Lampe sendet das Licht von atomarem Wasserstoff aus. Die
Lichtquelle wird nach Abb. 9.1 mit Linse 1 scharf auf einen Spalt abgebildet. Dann wird durch
Verschieben der Linse 2 ein scharfes Spaltbild auf dem Schirm erzeugt. Zwischen Linse 2 und
dem Schirm wird ein Rowland-Gitter mit der Gitterkonstanten 1 eingefügt. Die Spektrallinien
des Wasserstoffs werden auf dem Schirm sichtbar (Abb. 9.2).

Die Wellenlängen,die zu deneinzelnenSpektralliniengehören,lassensich ausdenGesetzenfür die
Beugungam Gitter berechnen.Es gilt

j )21 4 3 N I , wobei 3 der AbstandzwischendemMaximum
nullter understerOrdnungund I derAbstandzwischenGitter undSchirmist. Mit 4�)C� N j kannman
die WellenlängenderWasserstofflinien in Frequenzenumrechnen.

Nicht alle Spektrallinienliegenim sichtbarenBereich.Mit speziellenDetektorenlassensich auchim
ultraviolettenundinfrarotenBereichLinien nachweisen.Manstellt fest,dassmanvieleSpektrallinienin
Gruppenzusammenfassenkann,diemanSeriennennt.Die Linien einerSerierückenzumkurzwelligen
EndedesSpektrumsimmerdichterzusammen(in Abb. 9.2auf derrechtenSeite).

Die Linienspektrenwurdenbereitsin derMitte des19.Jahrhundertsentdeckt.IhreBedeutungbliebden
damaligenPhysikernvöllig dunkel.Man konntesieaneinergroßenAnzahlvon Substanzenvermessen
undkatalogisieren.Erklärenkonntemansieabernicht. ImmerhingelangesJohannJakobBalmer1885,
einemathematischeGesetzmäßigkeitin derempirischgefundenenLagederLinien vonatomaremWas-
serstoff zu finden.Durch geschicktesKombinierender Frequenzenfand er eineFormel, die nicht nur
die bisdahinbekanntenLinien beschrieb,sondernauchneuevorhersagte:
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Die Spektrallinien von atomarem Wasserstoff werden durch die folgende Formel
(Balmer-Formel) beschrieben: 5

�
576 �fi �� ¯ � �� ¯ m � (9.1)

Dabei ist

576 � �8�U~ �:9:;:9 � �7<>= ? Hz eineKonstante,die sogenannteRydberg-Frequenz.
Die Zahl � klassifiziert die verschiedenenSeriendesWasserstoffs:� �'� : Lyman-Serieim Ultra violetten,� � � : die in Abb. 9.2abgebildeteBalmer-Serie,teilweiseim Sichtbaren,� �@� : Paschen-Serieim Infrar oten,� �'� : Brackett-Serie im Infrar oten.� ist einenatürliche Zahl, (mit �+� � � � ), die die Linien innerhalb einer Seriekenn-
zeichnet.

DieErklärungdesphysikalischenInhaltsdieserFormelundderBedeutungderLinienspektrenüberhaupt
ist einedergroßenaufgabenderAtomphysik.Mit derPhysikdes19.Jahrhundertskonntesienicht be-
wältigt werden.DasBemühen,dieLinienspektrenderAtomezuverstehen,stellteeinenentscheidenden
Antriebbei derEntwicklungderQuantenmechanikdar.

9.3 DasBohrscheAtommodell

LesenSiesichdasfolgendeZitat durch,daseinemelektronischenNachschlagewerkentnommenwurde:

A B
Stellvertretendfür vielepopulärwissenschaftlicheTexte stehtesfür eineweit verbreiteteModellvorstel-
lung von Atomen:Kleine Teilchen,die Elektronenkreisenauf bestimmtenBahnenum denAtomkern.
DieseVorstellunghatsosehrEingangin dasallgemeineDenkengefunden,dassmansie in unzähligen
Darstellungenwiederfindet.Sieist fastschonzueinemallgemeinenSymbolfür dasAtom geworden.

DerUrsprungdieserVorstellunglässtsichgenauangeben:NielsBohrstellte1913ein Atommodellauf,
daseinenwichtigenZwischenschrittauf demWeg zum heutigenVerständnisder Atome darstellte.In
seinemModell laufendiealspunktförmigegeladeneTeilchenangenommenenElektronenaufKreisbah-
nenumdenKern.

Die denKern umkreisendenElektronenerinnernan die Planeten,die um die Sonnelaufen.Stattder
Gravitationskraftübernimmtdie Coulomb-Kraftdie Rolle der Zentripetalkraft.Doch abgesehenvon
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dieserrelativ konventionellenVorstellungenthältdasBohrscheAtommodelll auchschonrevolutionäre
Züge,die mit derklassischenMechanikaufkeinenFall vereinbarerscheinen.

Bohr wollte mit seinemModell die Linienspektrendervon denAtomenemittiertenStrahlungerklären.
Dazumachteer folgendeAnnahme(dieauchheutenochGültigkeitbesitzt):

Die Energie in Atomen ist quantisiert. Die Elektronen im Atom können nur in Zustän-
den mit ganz bestimmtenWerten ihr er Energie existieren (den sogenanntenstationären
Zuständen).

EinerderstationärenZuständein BohrsModell hatdie niedrigsteEnergie.Er wird derGrundzustand
genannt.Im Fall desWasserstoffs beträgtdie Energie desGrundzustands

k - :�, 2 eV (bezogenauf den
Nullpunkt der Energieskala:dem ionisiert vorliegendenAtom, also den nicht gebundeneneinzelnen
ElektronenundProtonen).

Um dasAuftreten diskreterLinien im Spektrumerklärenzu können,mussteBohr noch eine zweite
Annahmemachen:Die Elektronensendenkeine Strahlungaus,solangesie sich in einemder statio-
närenZuständebefinden.Licht wird erstbei einemÜbergangzwischenzweiverschiedenenstationären
Zuständenemittiert oder absorbiert.Einen solchenÜbergangnannteer Quantensprung, um auszu-
drücken,dassessichum einendiskontinuierlichenProzesshandelte.Man kanndiesezweiteAnnahme
folgendermaßenformulieren:

Ein Atom strahlt nur dann ein Photon ab, wenn ein Elektron von einemstationären Zu-
stand mit der Energie v	� in einen anderen Zustand mit einer niedrigeren Energie v	C
übergeht.Für die FrequenzdesabgestrahltenPhotonsgilt:

� �
5
� v	� � v	C � (9.2)

Die Linienspektrenkommenalsoin BohrsModell dadurchzustande,dassdasAtom nurganzbestimmte
Energiewerteannehmenkann.DasLicht, dasbei denÜbergängenzwischendenverschiedenenstatio-
närenZuständenemittiert wird, spiegelt die quantisierteStrukturder Energieniveausim Atom wider.
Mit denAnnahmend,die er überdie Lageder Energieniveausbeim Wasserstoff machte,konnteBohr
die Balmer-Formelreproduzieren.DieswardiegroßeLeistungdesBohrschenModells:Erstmalskonn-
te manein Linienspektrummit einemphysikalischenModell quantitativ beschreiben(wir werdendas
Wasserstoff-Spektrumin Kapitel9.7auseinemechtquantenmechanischenModell herleiten).

Die BohrschenModellannahmenwarenvomStandpunktderklassischenMechanikausvöllig unakzep-
tabel.Wassolltez. B. ein Elektronmit einerbestimmtenEnergie daranhindern,ein klein wenigdavon
abzugebenoderetwasmehrdavon aufzunehmen?Auch im Sonnensystemlaufendie Planetenzwarauf
ganzbestimmtenBahnen.Aber kein Prinzip derMechanikwürdeihnenverbieten,auf einerBahnmit
einergeringfügiganderenEnergie zu laufen,wennsiez. B. bei einerKollision Energie verlören.

Bohr selbstwar sichüberdieseSchwierigkeitdurchausim klaren.Er schrieb,dasser „keinenVersuch
einer mechanischenBegründung“für die Quantisierungder Energie gibt, weil dies „aussichtsloser-
scheint“.Im Modell Bohrsbleibt die QuantisierungderEnergie ein Postulat,dasnur durchdenErfolg
desModellsgerechtfertigtist.
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BohrsModell konntevon denzeitgenössischenPhysikernnur wegenseinerErklärungsleitungim Fall
desWasserstoffspektrumsakzeptiertwerden.Allen Physikernwar jedochklar, dassBohrsModell nur
ein Übergangsstadiumzu einer voll ausgereiftenQuantentheoriedarstellenkonnte.Zu unverbunden
standenklassischeundquantenhafteZügenebeneinander.

Hinzu kam,dassderErklärungserfolg,derfür dasWasserstoffatomgeglückt,sichfür nahezukeinean-
dereAtomsortewiederholenließ. DasSpektrumderanderenAtomeblieb nachwie vor unerklärt.Die
Physikermachtensichalsoauf die SuchenacheinervolständigerenBeschreibungderQuantenphäno-
mene.DasErgebnisder Sucheist unsbereitsbekannt:die Beschreibung von Quantenobjektendurch
Wellenfunktion,die Schrödingergleichungunddie BornscheWahrscheinlichkeitsinterpretation.

9.4 Abschiedvom BohrschenAtommodell

WährenddermühevollenSuchenachderkorrektenQuantentheoriemussteneinigeZügedesBohrschen
Atommodellsaufgegebenwerden,währendandere(wie dieQuantisierungderEnergie)beibehaltenwer-
denkonnten.DervielleichtradikalsteUmbruchim Bild überdenAufbauderAtomestelltedieErkennt-
nis dar, dassmandenElektronenim Atomenim allgemeinendie Eigenschaft„Ort“ nicht zuschreiben
kann.BeimDoppelspaltversuchkonntenwir zeigen,dassmandemElektronnichteinebestimmteBahn
von derQuellezumSchirmzuschreibenkann– mankannnochnicht einmalsagen,dassesdurcheinen
bestimmtenSpaltgeht.Ähnlich mussmandieVorstellungvonBahnenim Atom aufgeben.Ein Elektron
im Atom besitztdie Eigenschaft„Ort“ nicht.

Die Aussage,dassdie Elektronenim Atom nicht auf wohldefiniertenBahnenumlaufenwiderspricht
unserenanderAlltagsphysikentwickeltenVorstellungenstark.Siesoll deshalbmit derin Abschnitt7.5
diskutiertenHeisenbergschenUnbestimmtheitsrelation quantitativ untermauertwerden.

NachderUnbestimmtheitsrelationist esnicht möglich,Quantenobjektein einenZustandzubringen,in
demdasProduktaus

$  (derStreuungderOrtsmesswerte)und
$ ! (derStreuungderImpulsmesswerte)

kleiner ist als %YN /10 . Betrachtenwir ein Ensemblevon Wasserstoffatomen.Nehmenwir an (wie sich
gleichzeigenwird: fälschlich),dassdasElektronin jedemderAtomeauf irgendeineWeisesopräpariert
wordenist, dassesentlangeinerBahnläuft. DannmussderOrt relativ genaupräpariertsein,sagenwir
bis auf ein ZehnteldesAtomdurchmessers.Die Impulsstreuung,die dannnicht unterschrittenwerden
kann,ist: $ !!D %/10 $  < (9.3)

Mit einerStreuungderImpulseist aberaucheineStreuungderkinetischenEnergie verbunden:$ ]P^ _ `	D S $ !YV [D ? < (9.4)

Da die kinetischeEnergie immerpositiv seinmuss,mussdie mittlerekinetischeEnergie mindestensso
großwir ihreStreuungder ]P^ _ ` -Messwertesein.Esmussalsogelten:E ]P^ _ ` FGD S $ !YV [D ? ) %Y[: D 0 [ ? S $  YV [ < (9.5)

Für dasWasserstoffatomliegt derexperimentellbestimmteAtomdurchmesserbei etwa - *15�; ¼ m. Wenn
wir alsoin unsererAbschätzung

$  u)C- * 5�; ; m einsetzen,erhaltenwir:E ]P^ _ ` FGD S 2 , 2P4 - *15�6 7 V [ S H e V [: D 0 [ 4 G�, - 4 - * 5�6 ; I J 4 - * 5Y[ [ K>[ )®G 8�Ã Ln< (9.6)
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MN
Abbildung9.3:Franck-Hertz-Versuch

Unter denangenommenenPräparationsbedingungen(Ortsmesswertestreuenwenigerals ein Zehntel
desAtomdurchmessers)lägedie mittlere kinetischeEnergie derElektronenalsohöherals 95 eV. Das
übersteigtdie zur IonisierungnötigeEnergie von 13,6eV (Grundzuzstandsenergie, s. o.) aberum ein
Vielfaches.Das Atom würde sofort ionisiert und damit zerstört.Präparierteman die Elektronenim
Atom alsoso,dassmanvoneinemeinigermaßengutdefiniertenOrt redenkann,hättedersohergestellte
Zustandeineso hoheEnergie, dassdie Elektronengarnicht mehran denAtomkerngebundenwären.
Die Vorstellungvon definiertenBahnenim Atom mussalsoaufgegebenwerden.

9.5 Quantisierung der Energie im Franck-Hertz-Versuch

EinesdercharakteristischstenMerkmalevon Atomenist die Quantisierung der Energie. Wie bereits
erwähnt,ist dieTatsache,dassElektronenin einemAtom nicht jedenbeliebigenWertderEnergiehaben
könnenmit der klassischenMechaniknicht zu erklären.Und doch zeigt ein klassischesExperiment
derAtomphysik:Man kannAtomendurchElektronenstoßverschiedeneEnergiebeträge„anbieten“.Sie
könnendieseabernuraufnehmen,wennderangeboteneEnergiebetraggenau„passt“.

Experiment 10.1 (Franc k-Her tz-Versuch): Eine evakuierte Dreielektrodenröhre (Abb. 9.3)
enthält einen Tropfen Quecksilber. Zur Erzeugung eines bestimmten Quecksilberdampfdrucks
(etwa 0,02 bar) wird die Röhre in einem elektrischen Ofen erhitzt. Die von der Glühkathode
ausgehenden Elektronen werden zwischen der Kathode und dem Gitter durch eine SpannungF�O beschleunigt (Abb. 9.4 (a)). Die kinetische Energie, die sie unmittelbar vor dem Gitter er-
reichen, ist -D ?QP [ ) E 4 F�O < (9.7)

Diese Energie befähigt die Elektronen, gegen eine zwischen Gitter und Anode anliegende
Bremsspannung FSR (etwa 1,5 V) anzulaufen. Die Elektronen, die an der Anode ankommen,
werden mit Hilfe eines Messverstärkers als Anodenstrom T U nachgewiesen. Die Stromstärke
wird mit einem  - � -Schreiber gegen die Beschleunigungsspannung F�O aufgetragen. Man er-
hält die in 9.4 (b) aufgetragene Kurve. Die Maxima der Kurve liegen um jeweils

$ F�O ) / , G V
voneinander entfernt.

SteigertmandieBeschleunigungsspannung,sowächstnach(9.7)diekinetischeEnergiederElektronen.
Es wäre daherzu erwarten,dassbei wachsenderBeschleunigungsspannung der Anodenstromimmer
weiter ansteigt.Zunächstpassiertdasauch.Die Quecksilbergas-Atomewerdenzwar von Elektronen
„bombardiert“,könnenaberkeineEnergie von ihnenaufnehmen.Ist die Beschleunigungsspannungje-
dochso groß,dassdie Elektronenkurz vor demGitter einekinetischeEnergie von 4,9 eV erreichen,
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Abbildung9.4:(a)VerschaltungderFranck-Hertz-Röhre,(b) Versuchsergebnis,(c) Leuchtschichtenbei
einerNeon-Röhre

passiertetwasanderes:Nun sinddie Atomebei einemZusammenstoßmit einemElektronin derLage,
Energie von diesemaufzunehmen.Die Atome werdenangeregt. Die Elektronen,die ihre Energie bei
demStoßabgegebenhaben,habennunnichtmehrgenügendEnergie,umdieGegenspannungzwischen
GitterundAnodedurchlaufenzukönnen.DerAnodenstromsinkt aufein Minimum ab(Abb. 9.4(b).

Steigertman die Beschleunigungsspannung weiter, steigt der Anodenstromzunächstwieder an, um
bei
$ F�O )�G�, @ V auf ein zweitesMinimum abzusinken.Die Elektronenhabennun schonnachder

HälftedesWegeseinQuecksilberatomangeregt. NachderKollision werdensieerneutbeschleunigtund
könnenkurz vor demGitter ein zweitesQuecksilberatomanregen.Abb. 9.4 (c) gibt ein visuellesBild
deraufeinanderfolgendenBeschleunigungs-undAnregungsprozesse:NachjederAnregungstrahlendie
Atomedie Anregungsenergie in Form von Licht wiederab,sodassmanLeuchtschichtenin Bereichen
derRöhresieht,wo die Atomeangeregt werden.In denBereichendazwischenwerdendie Atomenicht
angeregt.

DasEntscheidendebei diesemVersuchist, dassdie Quecksilberatomebei einerKollision mit einem
Elektronnur einenganzbestimmtenEnergiebetragaufnehmenkönnen.DurchVariationderBeschleu-
nigungsspannung kannmandie ElektronendemAtom verschiedeneEnergiebeträge„anbieten“lassen.
Aber nur, wenndie Energie desElektronsgenau4,9 eV beträgt,kanndasAtom sie auchaufnehmen.
Dasist ein starkesIndiz für dievon BohrpostulierteQuantisierungderEnergie im Atom.

9.6 DreidimensionalerPotentialtopf und Orbitale

In BohrsAtommodellmusstedie Quantisierungder Energie in Atomenpostuliertwerden.Man kann
dahernicht sagen,dassseineTheoriedie Energiequantisierungerklärt.Siewird alsunerklärtesFaktum
in dasModell hineingestecktundführt zudenbekanntenKonfliktenmit derklassischenMechanik.

In unsererkurzenEinführungin die theoretischeBeschreibung von Quantenobjekten,die im letzten
Kapitel gegebenwurde,ergabensich jedochquantisierteEnergienauf ganznatürlicheWeise:Bei der
Lösungder Schrödingergleichungfür den unendlichhohenPotentialtopferhieltenwir ohneweitere
AnnahmendasErgebnis,dassElektronenin einemPotentialtopfnurganzbestimmteWertederEnergie
annehmenkönnen(Gleichung(8.43)). In der Quantenmechanikmussdie Energiequantisierungalso
nichtpostuliertwerden;sieergibt sichausderTheorie.
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Abbildung9.5:DreidimensionalerPotentialwürfel

Bei genaueremHinsehenlassensich auchAnalogienzwischeneinemElektronin einemPotentialtopf
undeinemElektronin einemWasserstoffatomentdecken.BeideElektronensind„eingesperrt“,d. h. sie
sinddurchKräfteaneinenbestimmtenRaumbereichgebunden.

Die beidenSystemeweisendemnachstrukturelleÄhnlichkeitenauf. In einererstenNäherungkönnen
wir denunendlichhohenPotentialtopfdaherals„Modell-Atom“ betrachtenundanihm diskutieren,wie
sicheingesperrteElektronenverhalten(einegenauereBehandlungdesWasserstoff-Atoms wird im fol-
gendenAbschnittgegeben).In Kapitel9 wurdederPotentialtopfnur in einerDimensionbehandelt.Um
Atomeim dreidimensionalenRaumzu modellieren,betrachtenwir einendreidimensionalenPotential-
würfel, bei demdasPotentialim InnerneinesWürfelsderKantenlängeé denWert íY¼ hat,währendes
ausserhalbunendlichgroßwird (Abb. 9.5).1

Um die Wellenfunktionenund Energieeigenwertefür diesesModell zu bestimmen,benötigenwir die
Schrödingergleichungin dreiRaumdimensionen.Wir erinnernuns,dassdie eindimensionaleSchrödin-
gergleichung ª k t% [D ? ' ['1 [ o�íuS  YV « RTS  YVc)9]Pê ë ì 4 RTS  YV < (9.8)

lautet(vgl. (8.29).Stattdie Argumente,die zu dieserGleichungführten,für drei Raumdimensionenzu
wiederholen,versuchenwir, mit einereinfachenÜberlegungdierichtigeGleichungzu erraten.Elektro-
nenin drei RaumdimensionenwerdendurcheineWellenfunktion RTS  U, �Y, \ V beschrieben,die von den
dreiKoordinaten , � und \ abhängt.Alle dreiKoordinatensolltengleichberechtigtin die Schrödinger-
gleichungeingehen,dennphysikalischist keinevonihnenvordenanderenausgezeichnet.Dieeinfachste
Möglichkeit,die Gleichung(9.8) in dieserWeisezuverallgemeinern,ist

ª k�t% [D ?¾� ' ['1 [ o ' ['1� [ o ' [']\ [ � o�íuS  U, �Y, \ V « RTS  U, �Y, \ VU)�]Pê ë ì 4 RTS  U, �Y, \ V < (9.9)

In derTat ist diesauchnachAussagederQuantenmechanikdie richtigeGleichung.

Bei derLösungderGleichungkönnenwir von unserenErfahrungenim eindimensionalenFall profitie-
ren.Wir wissenbereits,dassdie Funktionene g h i �Y" 0é  m S �Y"T)C- , D , :�, < < < V (9.10)

1In diesemAbschnittwerdenFunktionenmehrererVariablenbenutzt.StehendiesemathematischenKenntnissenicht zur
Verfügung,kannmanzumnächstenAbschnitt(Wasserstoffatom)übergehen.
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die Randbedingungenfür  u)9* und  >)9é erfüllen.Ähnlich erfüllendie Funktionene g hfi �Y# 0é � m S �Y#T)C- , D , :�, < < < Ve g h i �:^ 0é \ m S �:^P)C- , D , :�, < < < V
die Randbedingungenbei �A)9* und �n)9é bzw. \T)9* und \A)9é .
DasProduktallerdreiFunktionenerfüllt alsoalleRand-

E

Abbildung 9.6: Termschemadesdreidimen-
sionalenPotentialtopfs

bedingungen,diedurchdieunendlichhohenWändeam
RanddesPotentialwürfelsgestelltwerden.Die Frage
ist: Erfüllt esauchdieSchrödingergleichung(9.9)?Um
dieszuüberprüfen,setzenwir denAnsatzR�_ ¶ _ ` _ a S  U, �Y, \ VU)9dfe g h�i �Y" 0é  �m 4 e g h�i �Y# 0é � m 4 e g h�i �:^ 0é \ m

(9.11)
in die Schrödingergleichung(9.9)ein.NachAusführen
derAbleitungenerhaltenwir:

ª k9t% [D ? � kb��[" 0 [é [ k���[" 0 [é [ k���[" 0 [é [ � o�íY¼ « R�_ ¶ _ ` _ a1S  U, �Y, \ VU)9]Pê ë ì 4 R�_ ¶ _ ` _ a1S  U, �Y, \ V <(9.12)
Damitdie Gleichungerfüllt ist, mussgelten:]Pê ë ìU) t% [ 0 [D ? é [bc � [" od� [# oe� [^ f oTíY¼ S �Y"�, �Y# , �:^P)C- , D , :�, < < < V <

(9.13)
Damithabenwir dieWellenfunktionunddiemöglichen
Energien für den dreidimensionalenPotentialtopfbe-
stimmt.Diskutierenwir nundie BedeutungderErgeb-
nisse.

Der hervorstechendsteUnterschiedzum eindimensio-
nalenFall ist, dassdie Wellenfunktionenunddie Ener-
gieeigenwertevon drei Quantenzahlen�Y" , �Y# , �:^ ge-
kennzeichnetwerdenstattvon einereinzigen.Die drei
Quantenzahlenkönnen unabhängigvoneinanderalle
Werte der natürlichenZahlenannehmen.Es gibt da-
durcheine großeAnzahl von möglichenKombinatio-
nen.Wie beimeindimensionalenPotentialtopfist die Energie quantisiert.

In Abb. 9.6sinddie möglichenEnergiewerte,diedenverschiedenenQuantenzahlen�Y" , �Y# , �:^ entspre-
chen,aufgetragen.Man nenntein solchesDiagrammein Termschema.Man sieht,dassein einfaches
Modell wie derdreidimensionalePotentialtopfschoneinrelativ komplexesSchemavonEnergieniveaus
liefert. JedemÜbergangzwischenzweiEnergieniveausentsprichtgemäßderGleichung%:4�)9]G_ k ]Gg
eineLinie im Linienspektrum.EinigemöglicheÜbergängesindin Abb. 9.6eingetragen.

Der stationäreZustandmit derniedrigstenEnergie (alsoderGrundzustand)ist durchdie Quantenzahl-
kombination�Y"A)h�Y#T)��:^T)C- gegeben.Die Wahrscheinlichkeitsdichte R ; ; ; S  U, �Y, \ V Z [ ist in Abb. 9.7
(a) dargestellt.Sie hat im ZentrumdesPotentialtopfseinenBauch,der einermaximalenAufenthalts-
wahrscheinlichkeitentspricht.Fürdie Quantenzahlkombinationen�Y"A) D ,i�Y#T)��:^P)C-
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Abbildung9.7:WahrscheinlichkeitsdichtenbeimdreidimensionalenPotentialtopf�Y#T) D ,i�Y"A)��:^P)C-�:^.) D ,i�Y"A)��Y#.)C-
ergebensichdie in Abb. 9.7 (b) – (d) dargestelltenWahrscheinlichkeitsdichten.Alle drei Zuständebe-
sitzendie gleicheEnergie. Auffällig sinddie Ebenenmit Z RTZ [ )(* , für die die Wahrscheinlichkeit,ein
Elektronzufinden,Null wird. ManbezeichnetsiealsKnotenflächen.

Die AbbildungengebeneinenEindruckvondenWahrscheinlichkeitsverteilungen,die sichfür verschie-
deneWerteder Quantenzahleneinstellen.Sie entsprechendenausder ChemiebekanntenOrbitalen .
Damit meint mandie Raumbereiche,in denendie Wahrscheinlichkeit,ein Elektronzu finden,beson-
dershochist (z. B. dieRegionen,in denenmandasElektronmit neunzigprozentigerWahrscheinlichkeit
findet).

9.7 DasWasserstoff-Atom

DasgrobeAtommodelldesim Potentialtopf„eingesperrten“Atoms vermagin qualitativer Weisedas
AuftretenvonLinienspektrenzuerklären.Mit diesemeinfachenModell kanndieexakteFormdesSpek-
trums(diegenaueLagederLinien) nochnichterklärtwerden.Wir wollendaherim folgendenAbschnitt
ein wenigergrobesModell diskutieren,dasein quantitativesVerständnisdesWasserstoff-Spektrums
ermöglicht.

DasWasserstoff-Atom ist daseinfachsteallerAtome.EsenthältnureinElektronundeinProton,diesich
wegenihrer unterschiedlichenLadunganziehen(Coulomb-Wechselwirkung).DasProtonist fastzwei-
tausendmalschwererist alsdasElektron,undeszeigtsichim Experiment,dassesaufeinensehrkleinen
Raumbereichkonzentriertist.FürunserModell desWasserstoff-Atomskönnenwir alsoannehmen,dass
sichdasElektronim Coulomb-Potential í�S � V�) k E [/10�� ¼ � (9.14)

desKernsaufhält(Abb. 9.8).Man kanndie EnergieniveausdesElektronsdurchLösungderSchrödin-
gergleichungin diesemPotentialermitteln.

Esstellt sichheraus,dassdie LösungdiesesProblemsunseremathematischenMittel bei weitemüber-
schreitet.Ein Ausweg bestehtdarin,dasCoulomb-Potentialdurchein ähnlichesPotentialanzunähern,
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Abbildung9.9:Coulomb-PotentialundModellpotential

dassich einfacherbehandelnlässt.Auf dieseWeisesind wir schonim letztenAbschnitt bei unserer
erstenNäherungdesim PotentialtopfeingesperrtenElektronsvorgegangen.Nur hattesich da gezeigt,
dassdie Näherungoffensichtlichzu grobwar, umdie beobachtetenSpektrenzu erklären.

In diesem Abschnitt werden wir ein besse-

V(r)

r
E

Abbildung9.8:Coulomb-Potential

res Modell des Wasserstoff-Atoms kennenler-
nen. Die Vorgehensweisedabei ist die folgen-
de:Wir betrachteneinModell-Potential,dasdem
Coulomb-Potentialmöglichstähnlichist, für das
wir aber die Schrödinger-Gleichung exakt lö-
senkönnen.Es wird sich zeigen,dassmit dem
gewähltenModell-PotentialdasLinienspektrum
desWasserstoff-Atoms qualitativ richtig wieder-
gegebenwird. Alle Näherungen,die während
derRechnunggemachtwerdenmüssen,betreffen
nur die Form desPotentialsundkönnendeshalb
nochaufderEbenederklassischenPhysikdisku-
tiert werden.Die anschließendequantenmecha-
nischeRechnungkommtdannohneNäherungenaus.

Wie bei unseremgrobenModell deseingesperrtenElektronswählenwir einendreidimensionalenka-
stenförmigenPotentialtopfmit unendlichhohenPotentialwänden.Andersals vorher passenwir den
Potentialtopfdem Coulomb-Potentialabernun besseran: Wir variierendie Breite D j und die Ener-
giediferenzíY¼ zwischendem„Boden“ desPotentialtopfsunddemEnergienullpunkt(Abb. 9.9).Diese
Parameterwerdensogewählt,dassderPotentialtopfmöglichstgut aufdasCoulomb-Potential„passt“.

UnsereAufgabebestehtnundarin,möglichst„gute“ Wertefür die Parameterj und íY¼ zu finden.Wie
bereitserwähnt,ist dazukeineQuantenphysiknötig.Wir könnendie NäherungamBeispieleinerklas-
sischenLadungermitteln.

(a) Ermitteln der Potentialtopf-Breite j
In der klassischenPhysik kann sich eine in einemCoulomb-PotentialgebundeneLadung (Energie]Pê ë ì�î�* ) nicht beliebigweit nachaussenbewegen.Wie im Gravitationsfeld(z. B. beim senkrech-
ten Wurf) gibt es in einemgewissenAbstand j einenUmkehrpunkt.Er ist dadurchgekennzeichnet,
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Abbildung9.11:Festlegenvon íY¼
dassdie kinetischeEnergie Null ist; die Gesamtenergie ]Pê ë ì ist danngleich der potentiellenEnergie
(Abb. 9.10): ]Pê ë ìU) k E [/10�� ¼ j , (9.15)

oder, nach j aufgelöst: j ) k E [/10�� ¼ ]Pê ë ì < (9.16)

Die LagedesUmkehrpunktshängtalsovon derEnergie ]Pê ë ì ab.

Damit hat maneineklassischeAbschätzungfür

r
E

E=Eges

-R +R

Abbildung9.10:LagederUmkehrpunkte

denBereichgewonnen,innerhalbdessensichdas
Elektron aufhält. In unseremModell wird das
Coulomb-PotentialdurcheinenPotentialtopfder
Breite D j ersetzt.Dasbedeutet:Innerhalbdieses
Bereichswird das Potentialals konstantange-
nommen,derAussenbereichist für dasElektron
unzugänglich(unendlichhohePotnetialwände).

(b) Ermitteln der Potentialtopf-Tiefe íY¼
Innerhalb des Potentialtopfshat das Potential
einenkonstantenWert íY¼ . Wir müssennun ei-
negeeigneteAbschätzungfür íY¼ finden.Esliegt
nahe,íY¼ sozu wählen,dassesdie „mittlere Tie-
fe“ desCoulomb-Potentialsdarstellt.Hier ergibt sichzunächsteineSchwierigkeit,weil dasCoulomb-
Potentialam Nullpunkt divergiert. Wie soll man in diesemFall eine „mittlere Tiefe“ bestimmen?Es
handeltsichjedochnichtumeineechteDivergenz,denndurchdieendlicheAusdehnungdesKernswird
dasPotentialamRanddesKerns„abgeschnitten“undnimmteinenendlichenWert an.2

Aus derAbbildung9.10kannmanersehen,dassderWert von íY¼ etwaskleinerals ]Pê ë ì seinmuss.Wir
erhalteneineAbschätzung,indemwir festlegen,dassíY¼ denWertdesCoulomb-PotentialsanderStelle;[ j hat(Abb. 9.11).Esgilt demnach(EinsetzenderFormelfür j ):íY¼J) í i �T) -D j m ) í � �.) k�-D E [/10�� ¼ ]Pê ë ì � < (9.17)

2Hier täuschtauchdie zweidimensionaleDarstellung.In Wirklichkeit handeltessichum ein dreidimensionalesProblem.
Man berechnetdenMittelwert desPotentialsinnerhalbeinerKugelmit Radius� : ������� ���>�¸ ��� �  7¡ ¢ £ � º ¤ � (

� ¥
= Kugel-

volumen).Dasergibt denendlichenWert
� ¸ ��¦ § ¨ ©>ª « ¬ . 91



Benutzenwir denAusdruck(9.14)für dasCoulomb-Potential,ergibt sichíY¼P) E [/10�� ¼n4 D 4 /10�� ¼ ]Pê ë ìE [ (9.18)

unddasEndergebnisfür íY¼ lautet: íY¼�) D ]Pê ë ì < (9.19)

Damit ist die Tiefe desPotentialtopfsgegenüberdemNullpunkt der Energie festgelegt und alle Para-
meterunseresModell-Potentialsbestimmt.Wir könnennunzur quantenmechanischenBerechnungder
Energiewerteübergehen.

(c) Bestimmender Energiewerte
Wir fassenunserModell nocheinmalzusammen:Zur ModellierungdesCoulomb-Potentialsfür eine
LadungderEnergie ]Pê ë ì verwendenwir einendreidimensionalenkastenförmigenPotentialtopfmit un-
endlichhohenPotentialwänden,dessenBodensichbei íY¼P) D ]Pê ë ì befindetunddessenKantenlänge

D j ) k D E [/10�� ¼ ]Pê ë ì < (9.20)

ist. Die EnergieniveauseinesElektronsim dreidimensionalenPotentialtopfhabenwir bereitsvorher
berechnet(Gleichung(9.13mit én) D j )]Pê ë ìc) t% [ 0 [D ? S D j V [­c � [" od� [# oe� [^ f oJíY¼ < (9.21)

Zur Vereinfachungbeschränkenwir uns auf Zustände,für die �Y"J)®�Y#�)®�:^°¯®� , d. h. die keine
Richtungbevorzugen.Die Energieniveauswerdendann:]Pê ë ìc) t% [ 0 [D ? S D j V [ 4 : � [ oJíY¼ <
Nun setzenwir dieParameterj und íY¼ ein:]Pê ë ìc) t% [ 0 [D ? 4 : � [ 4 S /10�� ¼ V [ ]n[ê ë ìE 7 o D ]Pê ë ì <
Bringt mandenletztenTermauf derrechtenSeitenachlinks, ergibt sichk : ]Pê ë ìc)9: 0 [D t% [ S /10�� ¼ V [? E 7 4 � [ ] [ê ë ì ,
undnachKürzenvon ]Pê ë ì erhaltenwir dasErgebnisfür die Energieniveausim Wasserstoffatom:]Pê ë ìU) k /0 [ ? E 7D t% [ S /10�� ¼ V [ 4 -� [ < (9.22)

Wie unsererstesgrobesModell sagtdiesesverfeinerteModell die QuantisierungderEnergie im Was-
serstoffatomvoraus.Die Quantenzahl� durchläuftalle positivenganzenZahlen( ��) - , D , :�, < < < ). Zu
jedemWertvon � gehörteinWertderEnergieunddamiteinZustand,dendasElektroneinnehmenkann.

Die AbhängigkeitderEnergiewertevon derQuantenzahl� ist:]Pê ë ì ¨ k3-� [ < (9.23)
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Für alle Zuständegilt ]Pê ë ì�î�* , d. h. siesindgebunden.Jegrößer� wird, um sohöherist die Energie.
Für große � rückendie Energiewerte immer dichterzusammenund nähernsich demWert ]Pê ë ìA)®*
(Abb. ??). DieseEigenschaftenunseresModells werdenvon derexaktenquantenmechanischenRech-
nungbestätigt.

Die Energiewerte,die sichmit derexaktenFormdesPotentialsergeben,unterscheidensichvomErgeb-
nis unsererModellrechnungum einenkonstantenFaktor

/ N 0 [>&®*�, / . DaskorrekteErgebnisfür die
EnergieniveausdesWasserstoffatomsist:

Im Wasserstoff-Atomkann dasElektron die folgendenWerte der Gesamtenergieanneh-
men: v�� � � �®� �²±7³� �� ¯ | ´ ��µ � � ¯ � �� ¯ ~ | � ����~ � ~ �U~ � � � � � (9.24)

Der Zustandmit ��)C- , alsoderniedrigstenEnergie, ist derGrundzustand desWasserstoff-Atoms.Er
liegt bei ]Pê ë ìc) k - :�, 2 eV.

Schließlichkönnenwir dieberechnetenEnergiewertenochmit dembeobachtetenSpektrumdesWasser-
stoffatomsverknüpfen(Balmer-Spektrum,Abb. 9.2).Licht wird emittiert,wenndasAtom einenÜber-
gangzwischenzwei Zuständen(z. B. von ��)¶� ; nach ��)¶� [ ) macht.NachGleichung(9.2) ist die
Photonenenergie % 4 4 dabeigleichderDif ferenzderbeidenEnergiewerte.Darauserhaltenwir:% 4 4�) k ? E 7D t% [ S /10�� ¼ V [ 4 i -��[; k�-��[; m < (9.25)

DasentsprichtgenauderBalmer-Formel (9.1).DenWert derRydberg-Frequenzkönnenwir durchVer-
gleichderbeidenFormelnbestimmen:4 ·Y#T) ? E 7S /10 t%�V 6 � [¼ )9:�, D @ G @ 4 - * ; ¸ , (9.26)

in Übereinstimmungmit demExperiment.DiesesZurückführendesempirischermitteltenWertes 4 ·Y#
auf eineKombinationvon Naturkonstantenist eineder großenLeistungendesquantenmechanischen
Atommodells.
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